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0 Introduction
Depuis les ide´es novatrices d’Evariste Galois, les mathe´maticiens ont
appris qu’e´tant donne´ un proble`me a` re´soudre, il est important de con-
side´rer les solutions dans leur ensemble, ainsi que les relations qui les
lient entre elles. D’une certaine fac¸on, la the´orie des champs, ima-
gine´e par Alexandre Grothendieck dans les anne´es 60, est une illus-
tration de ce principe. En effet, dans les proble`mes de classification,
l’utilisation des champs permet de prendre en compte l’information con-
cernant l’ensembles des solutions, code´ sous forme ”d’ensembles d’objets”,
mais aussi les relations entre ses solutions, code´es sous forme de ”mor-
phismes entre les objets”. Ainsi, tout comme la the´orie de Galois nous
dit que l’ensemble des solutions d’une e´quation alge´brique peut-eˆtre con-
side´re´ comme un groupoide, dont les morphismes sont de´termine´s par
l’action de son groupe de Galois, les solutions aux proble`mes de classi-
fications apporte´es par la the´orie des champs se trouvent sous forme de
groupoides ( plus pre´cise´ment de ”cate´gories fibre´es en groupoides” ).
L’utilisation avec succe`s de la the´orie des champs aux proble`mes de
modules ( i.e. de classification en ge´ome´trie alge´brique ), ainsi que
l’apparition des solutions sous forme de ”champs alge´briques”, remonte
a` l’article fondateur de Pierre Deligne et David Mumford [D-M]. Les
deux auteurs y montrent qu’il est possible de ”ge´ome´triser” ( ou encore
”d’alge´briser” ) la notion de champs, et de cre´er ainsi un cadre unique
contenant, d’une part les sche´mas, mais aussi certains champs de nature
ge´ome´trique ( les champs de modules par exemple ) : celui des champs
alge´briques.
Tout comme un sche´ma peut-eˆtre vu comme une solution au proble`me
de modules du foncteur qu’il repre´sente ( qui classifie ses ”points” ), un
champ alge´brique est un objet de nature ge´ome´trique, classifiant non
seulement des objets ( ses points ), mais aussi leurs isomorphismes. Ainsi,
de fac¸on un peu naive, on peut se repre´senter un champ alge´brique comme
un objet en groupoides dans la cate´gorie des sche´mas.
L’introduction de tels objets apporte de nombreux avantages en the´orie
des modules. A titre d’exemple, examinons brie`vement le cas du champ
des courbes de genre g ( qui est l’exemple traite´ dans [D-M] ).
Conside´rons le proble`me de modules suivant : chercher un objet de
nature ge´ome´trique Mg, qui repre´sente le foncteur qui a` un sche´ma X
associe le groupoide des familles de courbes propres lisses de genre g sur
X .
Il est de´montre´ dans [D-M] qu’il existe un champ alge´brique Mg,
lisse sur SpecZ, et une e´quivalence naturelle entre Hom(X,Mg), et le
groupoides des courbes de genre g sur X . De plus, il existe une compact-
ification Mg →֒ Mg, ou` Mg est un champ irre´ductible, propre et lisse
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sur SpecZ, classifiant les courbes stables de genre g.
Ainsi, par de´finition meˆme, il existe une courbe stable universelle
π : Cg −→ Mg, correspondant au morphisme identite´ de Mg. De
plus, si ω est le fibre´ en droites canonique relatif de Cg sur Mg, on peut
alors de´finir des fibre´s vectoriels Vm := π∗(ω⊗m) sur Mg.
Les avantages d’une telle situation en comparaison avec celle dont on
dispose a` l’aide de l’espace de modules grossier M g ( qui est le sche´ma
dont les points ge´ome´triques classifient les courbes stables de genre g )
sont nombreux.
• Tout d’abord le sche´maM g n’est qu’une solution partielle au proble`me
de modules initial consistant a` classifier toutes les familles de courbes
de genre g. Pour cette raison, la courbe universelle de genre g sur
M g ne peut pas exister ( il manque une cohe´rence entre les points
ge´ome´triques de M g, du a` l’existence de courbes avec des groupes
d’automorphismes non triviaux ).
• Bien que Mg soit un champ lisse sur SpecZ, le sche´ma M g ne l’est
pas. Par exemple, cela pose quelques proble`mes si l’on souhaite
utiliser des outils analytiques tels que la the´orie de Hodge surM g⊗ C,
ou encore la the´orie des intersections ( au moins a` coefficients en-
tiers ).
• Les fibre´s vectoriels Vm n’existent pas sur M g ( pour la meˆme raison
que la courbe universelle n’existe pas ). Ainsi, l’e´tude de ces fibre´s
ne peut se faire que si l’on accepte de travailler sur le champ Mg.
Les trois exemples pre´ce´dents, qui ne sont que des exemples parmi
tant d’autres, montrent qu’il est capital de ge´ne´raliser les outils de la
ge´ome´trie alge´brique ( the´orie de Hodge, the´orie des intersections,
K-the´orie et classes caracte´ristiques ... ) au cadre plus ge´ne´ral des
champs alge´briques, si l’on veut profiter de la richesse de tels objets.
Dans cette the`se, nous nous sommes inte´resse´s a` essentiellement deux
proble`mes
• L’e´tude de la K-the´orie alge´brique des champs alge´briques, et son
application a` des formules de Riemann-Roch ainsi que des formules
d’indices de D-modules.
• Les relations entre champs alge´briques et champs analytiques : the´ore`mes
GAGA et crite`res d’alge´brisations.
Expliquons en quelques mots les raisons de ces deux choix.
Comme nous l’avons aperc¸u dans l’exemple pre´ce´dent, il existe na-
turellement de nombreux fibre´s vectoriels sur les champs de modules. Il
7
se trouve que l’e´tude de ces fibre´s pre´sente des inte´reˆts ge´ome´triques et
arithme´tiques.
Par exemple, dans l’exemple deMg, les sections des fibre´s Vm s’identifient
aux ”formes modulaires de poids m”. De meˆme, il existe des fibre´s
vectoriels Vm sur le champ ( compactifie´ ) A1 des courbes elliptiques,
dont les sections sont les formes modulaires de poids m sur le demi-plan
de Poincare´. On connaˆit depuis longtemps l’inte´reˆt de tels objets en
arithme´tique.
D’autre part, la formule bien connu pour des varie´te´s, C1(Vm) = Div(f),
pour une section me´romorphe f de Vm sur A1, s’interpre`te comme la for-
mule classique ( [Se, V II, 3.1] )
m
24
=
1
4
vi(f) +
1
6
vρ(f) +
1
2
.
∑
x 6=i,ρ
vx(f)
Ceci permet le´gitimement de penser que le formalisme des classes car-
acte´ristiques a un inte´reˆt dans ce contexte.
Dans le meˆme genre d’ide´es, les formules de Riemann-Roch applique´e
aux fibre´s Vm, sont aussi un outil pour e´tudier les dimensions d’espaces
de formes modulaires.
Un autre champ d’application e´ventuel du formalisme des classes car-
acte´ristiques et des formules de type Riemann-Roch est celui de la ge´ome´trie
e´nume´rative de M. Kontsevich et Y. Manin [Ko, 2] ( d’autant plus que la
transformation de Riemann-Roch est souhaite´e pour certaines construc-
tions [B-F, 5.4] ).
L’e´tude des D-modules sur les champs alge´briques pre´sente, elle aussi,
plusieurs inte´reˆts. Le premier qui vient a` l’esprit est l’e´tude topologique
des champs alge´briques. Par exemple, les the´ore`mes d’indices pour les
D-modules holonoˆmes permettent de de´montrer des formules de Gauss-
Bonnet pour des caracte´ristiques d’Euler ponde´re´es ( analogues a` [Mac] ).
Par ailleurs, il est montre´ dans [Jos], que le the´ore`me de Riemann-
Roch pour lesD-modules e´quivariants est utile en the´orie des repre´sentations.
Dans la meˆme veine d’ide´e, la correspondance de Langlands ge´ome´trique
fait naturellement apparaˆitre desD-modules sur certains champs de fibre´s
vectoriels ( [Gin] ). L’e´tude de ces objets ( par exemple leurs indices )
ne´cessite alors une ge´ne´ralisation des re´sultats de [Jos] au cadre plus
ge´ne´ral, et bien plus maniable, des champs alge´briques.
Il va sans dire que l’utilisation de me´thodes analytiques en ge´ome´trie
alge´brique complexe est un outil extreˆmement puissant. Leur pertinence
est d’autant plus grande qu’il existe des the´ore`mes de comparaison en-
tre la ge´ome´trie alge´brique et analytique ( par exemple les ”the´ore`mes
GAGA” ). Il nous semble alors inte´ressant de posse´der de tels re´sultats
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pour les champs alge´briques complexes.
Il se trouve qu’une partie non ne´gligeable des travaux consacre´s aux
champs alge´briques traite de la the´orie des intersections ( [Mu, G2, Vi2,
E-G, Kr] ), et plus particulie`rement de la de´finition de groupes ( ou
anneaux ) de Chow pour des champs alge´briques. Le point commun a`
toutes ces de´finitions est la remarquable proprie´te´ que pour la projection
d’un champ de Deligne-Mumford sur son espace de modules p : F −→ M ,
le morphisme d’images directes p∗ : CH(F ) ⊗ Q −→ CH(M) ⊗ Q est
un isomorphisme. Ainsi, ces groupes ne contiennent pas ( ou pas assez )
l’information e´quivariante supple´mentaire que posse`de F par rapport a`
M . Ceci implique en particulier, que meˆme pour les champs les plus
simples ( les champs classifiant d’un groupe fini par exemple ), il ne peut
exister de formule du type Hirzebruch-Riemann-Roch a` valeurs dans ces
groupes de Chow.
C’est cette dernie`re remarque qui nous a naturellement amene´s a nous
inte´resser au proble`me majeur traite´ dans cette the`se, qui est d’e´largir
les pre´ce´dentes de´finitions des groupes de Chow, de fac¸on a` ce que des
formules d’Hirzebruch-Riemann-Roch puissent exister. Nous re´solvons ce
proble`me en introduisant la notion de ”cohomologie a` coefficients dans les
repre´sentations”, ce qui nous permet de de´montrer des formules ge´ne´rales
de Grothendieck-Riemann-Roch dans le cadre des champs alge´briques.
Comme il a e´te´ explique´ ci-dessus, le point de de´part est la constata-
tion que les groupes de Chow de´ja` existant ( [Mu, G2, Vi2, E-G, Kr] )
ne sont pas adapte´s aux formules de Riemann-Roch. Pour re´soudre ce
proble`me nous avons de´cide´ de remonter ”a` la source”, et d’e´tudier di-
rectement les proprie´te´s de la K-the´orie des champs alge´briques. Comme
on sait, laK-the´orie alge´brique joue un roˆle de ”cohomologie universelle”,
et donc, a` travers son e´tude, ce sont les proprie´te´s cohomologiques ( voire
meˆme ”motiviques” ) que nous e´tudions. Les re´sultats cle´s que nous
de´montrons sont les the´ore`mes de de´vissage. Pour simplifier, supposons
que F soit un champ de Deligne-Mumford lisse sur le corps des nombres
complexes. Dans ce cas, le the´ore`me de de´vissage assure l’existence d’un
isomorphisme d’anneaux, fonctoriel pour les images re´ciproques
φF : G∗(F )⊗C −→ H
−∗(IF , G)⊗C
ou` IF est le champ des ramifications de F , et le membre de droite est la
cohomologie de IF a` valeurs dans le pre´faisceau en spectres de
G-the´orie ( remarquons de`s maintenant que nous sommes oblige´s ici
d’utiliser les techniques d’alge`bre homotopique pour lui donner un sens ).
Il est a` noter, que lorsque F = [X/H ] est le champ quotient d’une
varie´te´ par un groupe fini, la formule pre´ce´dente est e´quivalente a` une
formule connue depuis longtemps, de´crivant la K-the´orie e´quivariante de
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X en fonction de la K-the´orie des points fixes ( [A-S, Vi] )
K∗(X,H)⊗C ≃
⊕
h∈c(H)
K∗(X
h)Z(h)
ou` c(H) est l’ensemble des classes de conjugaisons de H , Xh le sous-
sche´ma des points fixes de X par h, et Z(h) le centralisateur de h dans
H . Comme un champ de Deligne-Mumford est localement un quotient
par un groupe fini, on peut le´gitimement penser que notre the´ore`me de
de´vissage est obtenu en ”recollant” les isomorphismes ci-dessus. C’est
pre´cise´ment cette ope´ration de recollement qui fait apparaˆitre la coho-
mologie ge´ne´ralise´e dans la formule de de´vissage.
Notons enfin, que sans l’utilisation du formalisme des champs, la con-
struction du morphisme φF pourrait paraˆitre un peu technique, alors
qu’il s’agit d’une construction tout a` fait naturelle, consistant a` diago-
naliser chaque fibre´ vectoriel suivant les actions des automorphismes du
champ F ( construction qui existe au niveau des cate´gories ).
En gardant a` l’esprit l’isomorphisme φF , il est alors tre`s naturel de
penser que la cohomologie du champ IF est le bon objet a` conside´rer.
Nous avons choisi d’appeler cette cohomologie la ”cohomologie a` coef-
ficients dans les repre´sentations”. Le choix de cette terminologie re´side
dans le fait qu’elle s’interpre`te effectivement comme la cohomologie de
l’espace de modules de F , mais ou` les coefficients des cycles sont pris
dans les fonctions centrales des groupes d’automorphismes de ses points.
Un fois cette ide´e de´gage´e, on peut dire, en exage´rant tout de meˆme
un peu, que la de´monstration du the´ore`me de Grothendieck-Riemann-
Roch n’est plus qu’un gros exercice technique. La me´thode que nous
avons choisie pour re´soudre cet ”exercice” est la suivante. Dans un
premier temps nous nous inspirons des de´monstrations des formules de
Lefschetz-Riemann-Roch ( [B-F-M, Th3] ) pour de´montrer le the´ore`me
dans le cas d’un morphisme fortement projectif. Ensuite, a` l’aide de
techniques de descente par quasi-enveloppes de Chow ( notion qui rem-
place celle des enveloppes de Chow de [G3] ), et du cas pre´ce´dent, nous
re´duisons le proble`me au cas des champs classifiants de groupes finis. Le
the´ore`me devient alors e´quivalent a` des formules classiques de la the´orie
des repre´sentations des groupes finis.
Avant de de´crire plus en de´tail les chapitres a` venir, notons que
la ”cohomologie a` coefficients dans les repre´sentations” permet aussi
d’interpre´ter de nombreux travaux ante´rieurs.
• La premie`re re´fe´rence que nous connaissons dans laquelle on peut
reconnaˆitre cette notion, est l’article de P. Baum, W. Fulton, et
R. MacPherson sur la formule de Lefschetz-Riemann-Roch [B-F-M].
En effet, si l’on conside`re le champ quotient d’une varie´te´ par un
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automorphisme d’ordre fini, sa ”cohomologie a` coefficients dans les
repre´sentations” contient naturellement le re´ceptacle du caracte`re de
Chern e´quivariant construit dans [B-F-M]. La formule de Grothendieck-
Riemann-Roch que l’on de´montre, applique´e au morphisme naturel
d’un tel champ vers le classifiant du groupe engendre´ par l’automorphisme,
redonne alors la formule de Lefschetz-Riemann-Roch de´montre´e dans
[B-F-M]. Plus ge´ne´ralement, les formules de Riemann-Roch e´quivariantes
se retrouvent en appliquant notre the´ore`me de Grothendieck-Riemann-
Roch a` la projection d’un champ quotient par un sche´ma en groupe
vers le classifiant de ce groupe.
• Dans ses deux articles [Ka, Ka2] T. Kawasaki de´montre des for-
mules d’indices et de Riemann-Roch pour des V -varie´te´s, qui, dans le
cadre des champs alge´briques, s’interpre`tent comme des champs de
Deligne-Mumford lisses sur le corps des nombres complexes, ge´ne´riquement
non-ramifie´s ( i.e. des orbifolds complexes ). Pour cela, il associe a`
toute V -varie´te´X , une nouvelle V -varie´te´ ΣX . Cette dernie`re corre-
spond exactement au champ des ramifications ( 1.10 ) du champ X .
Par ces identifications, la formule d’Hirzebruch-Riemann-Roch qu’il
de´montre est e´quivalente a` celle que nous de´duisons du the´ore`me
de Grothendieck-Riemann-Roch, lorsqu’on l’applique au morphisme
structural.
• En ge´ome´trie non commutative, on trouve une description de l’homologie
pe´riodique d’un groupoide e´tale diffe´rentiel X•, a` l’aide de la coho-
mologie du groupoide des lacets ΩX• ( [C-M, 6.12] ). Or, si F est le
champ diffe´rentiel associe´ au groupoide X•, alors le champ associe´
a` ΩX• s’identifie naturellement au champ des ramifications de F .
Ainsi, par ces identifications, le caracte`re de Chern non-commutatif
pour les groupoides diffe´rentiels e´tales est une version C∞ du car-
acte`re de Chern a` ”coefficients dans les repre´sentations”.
Le corps de la the`se est constitue´ de cinq chapitres et un appendice.
Le premier est un re´sume´ de notations et de de´finitions. Les chapitres
deux et trois vont ensembles, et traitent de la K-the´orie des champs
alge´briques et des formules de Riemann-Roch. Dans le chapitre qua-
tre, on applique ces formules aux D-modules. Le cinquie`me chapitre
est inde´pendant de tous les autres, et rassemble des re´sultats de types
”GAGA”. Enfin, l’appendice comporte quatre parties qui rassemblent
des faits ( quelques fois avec de´monstrations ) qui nous sont utiles tout
au cours de ce texte.
Dans le premier chapitre, le lecteur trouvera deux paragraphes que
nous invitons a` conside´rer comme des annexes de notations et de de´finitions
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( bien que l’on y trouve des de´monstrations ). On s’y re´fe´rera tout au
long du texte, surtout au cours des chapitres 2, 3 et 4.
Dans le premier paragraphe nous donnons essentiellement deux de´finitions
: les foncteurs de K-the´orie et de K-cohomologie. Nous avons choisi de
les de´finir dans le cadre le plus ge´ne´ral possible, a` savoir celui d’un site
muni d’une cate´gorie cofibre´e en cate´gories exactes ( dont l’exemple stan-
dard est celui du grand site lisse des sche´mas, muni de son champ des
fibre´s vectoriels ). Ce degre´ de ge´ne´ralite´ nous permettra de traiter,
de fac¸on uniforme et sans re´pe´titions, aussi bien le cas des fibre´s vecto-
riels, que celui des faisceaux cohe´rents, des D-modules, des fibre´s avec
connexion ... Le seul re´sultat de´montre´ dans ce paragraphe est le fait
qu’il existe toujours une transformation naturelle de la K-the´orie vers la
K-cohomologie.
Le second paragraphe est consacre´ aux champs alge´briques. On y rap-
pelle les principales de´finitions, ainsi que quelques re´sultats concernant
les espace de modules. Enfin, nous introduisons les quasi-enveloppes de
Chow ( qui remplaceront pour les champs alge´briques la notion d’enveloppe
de Chow de [G3] ), et on de´montre des re´sultats d’existence.
Dans le second chapitre on e´tudie la G-the´orie et la G-cohomologie
des champs alge´briques. Nous n’insistons pas beaucoup sur les proprie´te´s
ge´ne´rales ( fonctorialite´s, localisation, homotopie . . . ), mais nous con-
centrons plutoˆt nos efforts sur les re´sultats de descente et de de´vissage.
Les the´ore`mes de descente sont de deux types : contravariants et co-
variants. Dans le premier cas on montre que le foncteur de G-the´orie
ve´rifie la proprie´te´ de descente e´tale au-dessus d’un espace alge´brique.
C’est un re´sultat tre`s commode qui permet par exemple d’utiliser la de-
scente galoisienne, ainsi que de re´duire certains e´nonce´s au cas de champs
quotients. Notons aussi que l’on montre que le morphisme de la G-the´orie
vers la G-cohomologie n’est pas un isomorphisme ( meˆme rationnelle-
ment ), ce qui est un phe´nome`ne nouveau quand on compare avec le cas
des sche´mas. En re´alite´, ce phe´nome`ne explique de´ja` pourquoi il ne peut
y avoir de formule de Riemann-Roch a` valeurs dans les groupes de Chow
usuels ( ou meˆme dans la cohomologie usuelle ).
Les the´ore`mes de descente covariante permettent a` l’aide des quasi-
enveloppe de Chow de ramener certains calculs au cas des gerbes ( voir
meˆme des gerbes triviales ). La moralite´ de ces the´ore`mes est que l’on
connaˆit la G-the´orie ( resp. la G-cohomologie ) des champs alge´briques,
si l’on connaˆit celle des gerbes ( resp. celle des sche´mas ).
Comme nous l’avons explique´ plus haut dans cette introduction, les
re´sultats cle´s sont les the´ore`mes de de´vissage. Bien qu’inspire´s de con-
structions existantes en ge´ome´trie e´quivariante ( [B-F-M, Th3, Vi] ), ces
re´sultats sont nouveaux. De fac¸on intuitive, il s’agit de diagonaliser les
fibre´s vectoriels sur un champ alge´brique. Dans le cas des champs de
12
Deligne-Mumford, tous les automorphismes sont d’ordre fini, et donc
diagonalisables s’ils sont d’ordre premier aux caracte´ristiques. Ainsi, le
the´ore`me de de´vissage dans ce cas, compare laK-the´orie d’un champ F , a`
la K-cohomologie de son champ des ramifications mode´re´ I tF ( classifiant
les automorphismes d’ordre premier aux caracte´ristiques ). En contre-
partie, dans le cas des champs alge´briques ge´ne´raux, il nous faut utiliser
une construction un peu plus technique, s’appuyant sur un the´ore`me
de repre´sentabilite´ d’Alexandre Grothendieck. On construit le ”champ
des sous-groupes de type multiplicatif” DF , qui remplacera le champ I
t
F .
Le the´ore`me de de´vissage compare alors la K-the´orie d’un champ F ,
avec la K-cohomologie du champ DF , tordue par le ”faisceau des car-
acte`res”. Le formalisme ne´cessaire pour donner un sens a` cette expression
est brie`vement rappele´ en appendice.
Notons aussi, qu’il existe une autre fac¸on de traiter le cas ge´ne´ral. Cela
consiste a` ne conside´rer que les automorphismes d’ordre fini et premier
aux caracte´ristiques. A la fin du troisie`me chapitre, on de´montrera donc
aussi un the´ore`me de de´vissage comparant la K-the´orie de F , avec la K-
cohomologie du champ des automorphisme d’ordre fini et mode´re´s I t,fF .
La justification de la pertinence d’une telle de´finition, est a` chercher dans
le fait que pour un sche´ma en groupes affine, les e´le´ments d’ordre fini for-
ment un ensemble sche´matiquement dense dans l’ensemble des e´le´ments
semi-simples. L’information contenue dans la K-cohomologie de I t,fF doit
donc s’ave´rer suffisante pour de´montrer des formules de Riemann-Roch,
ce que nous montrerons eˆtre le cas sous certaines hypothe`ses.
A la fin de ce chapitre nous nous inte´ressons a` la description de la
G-the´orie des gerbes borne´es par des groupes re´ductifs. Ce re´sultat ne
sera pas utilise´ par la suite.
Le troisie`me chapitre est le cœur de la the`se. On commence par y
e´tudier les proprie´te´s ge´ne´rales de la cohomologie a` coefficients dans les
repre´sentations ( ou encore dans les caracte`res ). On montre en partic-
ulier l’existence du caracte`re de Chern, et on de´finit la transformation de
Riemann-Roch pour des champs ”bien ramifie´s” ( qui comprennent les
champs lisses qui sont localement des quotients par des groupes affines
et lisses sur un corps ).
Ensuite, on de´montre les diffe´rentes formules de Riemann-Roch ( Lefschetz-
Riemann-Roch et Grothendieck-Riemann-Roch ). Tous ces the´ore`mes
sont nouveaux, et ge´ne´ralisent les diffe´rents the´ore`mes de Riemann-Roch
e´quivariants de´ja` existants ( [B-F-M, Th3] ), ainsi que la formule de
Riemann-Roch pour les V -varie´te´s de T. Kawasaki ( [Ka] ).
Les de´monstrations ont toutes deux e´tapes. La premie`re traite le
cas de morphismes fortement projectifs. Les de´monstrations propose´es
ici sont alors tre`s proches de celles utilise´es en ge´ome´trie e´quivariante
( de´formation vers le coˆne normal, et utilisation du calcul de la K-the´orie
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des fibre´s projectifs ). La seconde e´tape traite du cas des morphismes
propres ge´ne´raux ( e´ventuellement non repre´sentables ). La me´thode
consiste a` utiliser la premie`re e´tape et les quasi-enveloppes de Chow, afin
de se ramener au cas des champs classifiants de sche´mas en groupes. Les
the´ore`mes se traduisent alors par des formules connues en the´orie des
repre´sentations.
La fin de ce chapitre est consacre´ a` quelques exemples d’applications
de telles formules dans le cas des champs de Deligne-Mumford ( for-
mule d’Hirzebruch-Riemann-Roch, cas particulier des courbes, formules
de Gauss-Bonnet, de signature . . . ), ainsi qu’a` la comparaison de la co-
homologie a` coefficients dans les repre´sentations avec deux autres the´ories
cohomologiques : les groupes de Chow du complexe de Gersten, et la co-
homologie pe´riodique. La seconde comparaison nous semble inte´ressante,
car elle confirme les relations entre la the´orie des champs alge´briques et
la ge´ome´trie non-commutative.
Depuis l’article de G. Laumon [L], on sait que le the´ore`me de Riemann-
Roch permet de calculer des indices de D-modules alge´briques. Dans ce
quatrie`me chapitre nous suivons cette ide´e afin de de´montrer des for-
mules de Riemann-Roch pour les D-modules sur des champs de Deligne-
Mumford. Nous n’avons pas traite´ le cas des champs alge´briques ge´ne´raux
que par souci de simplicite´. Il semble clair que les re´sultats s’e´tendent a`
ce cas, et donnent ainsi des the´ore`mes ge´ne´ralisant les the´ore`mes de R.
Joshua [Jos], bien que les techniques utilise´es pour prendre en compte la
K-the´orie supe´rieure, soient diffe´rentes.
Un autre re´sultat qui nous semble nouveau ( meˆme dans le cas des
sche´mas ) est la description de la K-the´orie des D-modules holonoˆmes,
a` l’aide de ”fonctions constructibles”.
Dans le cinquie`me chapitre nous e´tudions les relations entre champs
alge´briques complexes ( de Deligne-Mumford ), et champs analytiques.
Nous commenc¸ons par y de´montrer que les the´ore`mes ”GAGA” restent
valables. Nous nous inte´ressons ensuite aux proble`mes d’alge´brisation
des champs analytiques. A ce sujet nous posons la question de savoir si
un champ analytique propre est alge´brique si et seulement si son espace
de modules l’est. On de´montrera que ceci est vrai apre`s e´clatement, et
on proposera une me´thode, base´e sur les ide´es de M. Artin ( [A] ), pour
de´montrer que ceci est suffisant pour re´pondre par l’affirmative a` la ques-
tion pre´ce´dente.
Enfin, nous avons rassemble´ en appendice des re´sultats concernant les
spectres, la descente cohomologique, l’extension des coefficients, la stric-
tification des pseudo-foncteurs, et la the´orie de Hodge pour les champs
complexes. Le premier de ces appendices a` pour but d’expliquer tre`s
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rapidement le fonctionnement des spectres aux lecteurs peu habitue´s a`
ce language. Les deux appendices suivants rassemblent des re´sultats qui
seront utilise´s tout au long du chapitre deux, dans l’e´tude des foncteurs
de K-the´orie. En ce qui concerne la strictification, nous rappelons juste
que la the´orie des pseudo-foncteurs est, d’un point de vue de la the´orie de
l’homotopie, e´quivalente a` celle des foncteurs stricts. Ceci nous permet
de contourner des difficulte´s ( dues au fait que la cate´gorie des champs
est une 2-cate´gorie ) pour de´finir certains objets ( spectres de G-the´orie
des champs simpliciaux augmente´s 2.7, construction du morphisme ψF
dans la preuve de 3.25, . . . ). Dans la dernie`re partie de cet appendice on
montre tre`s brie`vement comment la the´orie de Hodge reste valable pour
des champs de Deligne-Mumford complexes. Ces re´sultats sont, semble-
t-il, des faits connus, bien que n’apparaissant pas, ou peu ( [Tel] ), dans
la litte´rature.
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Notations et Conventions:
Pour une cate´gorie C, on notera Ob(C) son ensemble d’objets, F l(C)
son ensemble de morphismes, et π0(C) l’ensemble des classes d’isomorphie
d’objets de C.
La cate´gorie simpliciale standard sera note´e ∆. Pour toute cate´gorie
C, la cate´gorie des objets simpliciaux de C est
SC := HomCat(∆
op, C)
La cate´gorie des ensembles sera note´e Ens, celle des groupes Gp, et
celle des groupes abe´liens Ab.
Pour tous groupes abe´liens M et A, on notera MA := M ⊗Z A.
Un groupoide est une cate´gorie pour laquelle tout morphisme admet
un inverse. La 2-cate´gorie des groupoides est celle dont les objets sont
les groupoides, les 1-morphismes sont les foncteurs, et les 2-morphismes
les transformations naturelles entre foncteurs.
Si C est une cate´gorie de mode`les ferme´e au sens de [Q2], nous noterons
HoC la cate´gorie homotopique associe´e.
Une re´solution injective d’un objet X ∈ Ob(C), est une cofibration
triviale X →֒ X ′, avec X ′ fibrant.
La cate´gorie des ensembles simpliciaux est note´e SEns. Par con-
vention, on appliquera syste´matiquement la construction de Kan de´crite
dans [J2], et on supposera donc qu’ils sont tous fibrants.
Si I est une cate´gorie, et H : I −→ SEns un pre´faisceau, on notera sa
limite homotopique et sa colimite homotopique ( [B-K, XI, XII] ) par
holimIH hocolimIH
La cate´gorie des spectres est note´e Sp. Pour tout objet E de Sp, nous
noterons E[n] ∈ Ob(SEns) son ”n-e`me e´tage”.
Si I est une cate´gorie, et H : I −→ Sp un pre´faisceau, sa limite
homotopique et sa colimite homotopique ( [Th4, 5] ) seront note´es par
holimIH hocolimIH
Si X est un espace alge´brique, Xet ( resp. Xli ) de´signera le site des
espaces alge´briques e´tales et de type fini sur X ( resp. lisses et de type
fini sur X ) muni de la topologie e´tale ( resp. lisse ).
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Premie`re Partie :
The´ore`mes de
Grothendieck-Riemann-Roch
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1 Chapitre 1 : Ge´ne´ralite´s sur les champs
Dans ce chapitre nous fixerons les notations et les de´finitions dont
nous aurons besoin par la suite. Comme il ne contient aucun re´sultat
vraiment nouveau, nous invitons le lecteur a` le conside´rer comme une
annexe de notations.
Dans un premier temps nous rappelons les relations entre champs et
pre´faisceaux simpliciaux. Cela nous permettra par la suite de donner
un cadre naturel pour la cohomologie d’un champ a` valeurs dans un
pre´faisceau en spectres, formalisme qu’il est indispensable de posse´der
pour e´tudier la K-the´orie de tels objets. Comme nous aurons a` faire de
nombreuses constructions directement au niveau des spectres, en parti-
culier pour appliquer des techniques de descente, nous avons choisi de
travailler dans le cadre des cate´gories homotopiques.
Dans la seconde partie du chapitre nous fixerons quelques de´finitions
concernant les champs alge´briques. Certaines se trouvent dans la litte´rature
classique ( [D-M, L-M] ), d’autres pas ( 1.20 ). Le lecteur y trouvera aussi
des e´nonce´s sur les ( quasi ) enveloppes de Chow dans le cadre des champs
alge´briques. Cette notion nous sera tre`s utile pour ”approximer” certains
champs alge´briques par des gerbes.
1.1 Champs, pre´faisceaux simpliciaux et pre´faisceaux en spec-
tres
Tout au long de ce paragraphe, C de´signera un site de Grothendieck,
dans lequel les produits fibre´s existent.
1.1.1 Champs et pre´faisceaux simpliciaux
Soit SPr(C) la cate´gorie des pre´faisceaux simpliciaux sur C. D’apre`s
[J2], c’est une cate´gorie de mode`les ferme´e simpliciale. Rappelons que
lorsque C posse`de suffisamment de points ( par exemple lorsque C est le
grand site e´tale des sche´mas ), un morphisme f : F −→ F ′ entre deux
pre´faisceaux simpliciaux est une e´quivalence faible, si pour tout point x,
le morphisme induit sur les fibres fx : Fx −→ F ′x est une e´quivalence
faible.
Si F et G sont deux objets de SPr(C), nous noterons Homs(F,G)
l’ensemble simplicial des morphismes de F dans G, et
RHoms(F,G) := Homs(F,HG)
ou` l’on a choisi une re´solution injective G →֒ HG. Comme les re´solutions
injectives sont essentiellement uniques, RHoms(F,G) est un objet de´termine´
a` isomorphisme unique pre`s dans la cate´gorie homotopique HoSEns.
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Soit U −→ X un morphisme de C, et N (U/X) son nerf. C’est l’objet
simplicial de C de´fini par
N (U/X) : ∆op −→ C
[p] 7→ U ×X U ×X · · · ×X U︸ ︷︷ ︸
p fois
Ainsi, pour tout pre´faisceau simplicial F sur C, on dispose du foncteur
compose´
F ◦ N (U/X) : ∆ −→ SEns
[p] 7→ F (N (U/X)([p]))
Nous noterons alors
H(U/X, F ) := holim∆(F ◦ N (U/X))
Dans le cas ou` U −→ X est un morphisme couvrant, H(U/X, F ) est
l’espace de cohomologie de Cˇech du recouvrement U −→ X a` coefficients
dans F . Par la proprie´te´ universelle des limites homotopiques, il existe
un morphisme naturel d’ensembles simpliciaux
F (X) −→ H(U/X, F )
De´finition 1.1 Un objet F de SPr(C) est appele´ flasque, si pour tout
morphisme couvrant U −→ X de C, le morphisme naturel
F (X) −→ H(U/X, F )
est une e´quivalence faible.
La relation entre pre´faisceaux flasques et fibrants est donne´e par le
the´ore`me de descente, dont une partie de la de´monstration figure en
appendice ( 6.11 ).
The´ore`me 1.2 Un pre´faisceau simplicial F sur C est flasque, si et seule-
ment si pour toute re´solution injective
F →֒ HF
et tout objet X ∈ Ob(C), le morphisme
F (X) −→ HF (X)
est une e´quivalence faible.
Remarque: Dans la terminologie de [J2], notre notion de flasque se
traduit par ”flasque par rapport a` tout objet X de C”.
Il existe aussi une notion analogue pour les pre´faisceaux en spectres,
et le the´ore`me pre´ce´dent reste encore valable.
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Rappelons ( [L-M] ) qu’une cate´gorie fibre´e en groupoides sur C est
la donne´e d’un cate´gorie C et d’un foncteur
π : C −→ C
ve´rifiant les deux conditions suivantes
1. Pour tout morphisme f : Y −→ X dans C, et tout objet x ∈ Ob(C)
tel que π(x) = X , il existe un morphisme u : y −→ x dans C tel que
π(u) = f .
2. Pour toute paire de morphismes u : y −→ x et v : z −→ x dans C, et
tout morphisme f : π(y) −→ π(z) dans C tel que π(v)◦π(f) = π(u),
il existe un unique morphisme w : y −→ z dans C tel que π(w) = f .
Pour tout pre´faisceau d’ensembles E sur C, on de´finit la cate´gorie
fibre´e en groupoides π : E˜ −→ C de la fac¸on suivante
• les objets de E˜ sont les couples (X, s) ou` X ∈ Ob(C), et s ∈ E(X)
• un morphisme u : (Y, t) −→ (X, s) est la donne´e d’un morphisme
f : Y −→ X dans C, tel que u∗(s) = t
• le foncteur π est de´fini par π(X, s) = X , et π(u) = f .
Si π : C −→ C et π′ : C′ −→ C sont deux cate´gories fibre´es en
groupoides sur C, nous noterons HomC(C, C′) la cate´gorie des foncteurs
de C vers C′ qui commutent avec π et π′. Remarquons que cette cate´gorie
est en re´alite´ un groupoide ( [L-M] ).
De´finition 1.3 Soit π : C −→ C une cate´gorie fibre´e en groupoides sur
C. Le pre´faisceau en groupoides associe´ est de´fini par
FC : C −→ Gpd
X 7→ HomC(X˜, C)
ou` X˜ est le pre´faisceau repre´sente´ par X.
Le pre´faisceau simplicial de´duit de FC par le foncteur qui a` un groupoide
associe son ensemble simplicial classifiant, sera note´ BFC.
Rappelons qu’un cate´gorie fibre´e en groupoides C est un champ en
groupoides, si toutes les donne´es de descente sont effectives ( [L-M] ). Par
abus de langage le mot ”champ” signifiera toujours ”champ en groupoides”,
sauf mention explicite du contraire. Il est alors facile de voir que C est
un champ si et seulement si BFC est flasque. La cate´gorie des champs en
groupoides sur C sera note´e Ch(C). Nous noterons aussi HoCh(C) sa
cate´gorie homotopique. C’est la cate´gorie qui posse`de les meˆmes objets
que Ch(C), et dont l’ensemble des morphismes entre deux champs C et
C′ est
HomHoCh(C)(C, C
′) := πHomC(C, C
′)
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En re´alite´ le foncteur C 7→ BFC induit une e´quivalence de la cate´gorie
homotopique des champs sur C avec celle des pre´faisceaux simpliciaux
flasques 1-tronque´s et morphismes flexibles ( [S] ). Remarquons que
cette dernie`re est elle-meˆme e´quivalente a` la sous-cate´gorie pleine de
HoSPr(C), forme´e des objets 1-tronque´s.
Ainsi, il nous est permis de voir un champ ( ou une cate´gorie fibre´e
en groupoides ) comme un pre´faisceau simplicial. De cette fac¸on, pour
tout champ C sur C, et tout F ∈ SPr(C), nous pouvons de´finir
RHoms(C, F ) := RHoms(BFC , F ) ∈ HoSEns
1.1.2 Cohomologie ge´ne´ralise´e des pre´faisceaux Simpliciaux
Soit Sp(C) la cate´gorie des pre´faisceaux en spectres sur C. Nous
savons d’apre`s [J, 2.53], que c’est une cate´gorie de mode`les ferme´e munie
de ”Hom” internes que l’on notera Homsp(., .). Le spectre des mor-
phismes entre deux objets F,G ∈ Sp(C), est de´fini par
Homsp(F,G) := limC(Homsp(F,G))
On de´finit alors
RHomsp(F,G) := Homsp(F,HG)
ou` l’on a choisi une re´solution injective G →֒ HG. C’est un objet
de´termine´ a` isomorphisme unique pre`s dans HoSp.
Si F est un pre´faisceau simplicial, et K un pre´faisceau en spectres, on
peut de´finir exactement comme dans 6.1 le pre´faisceau en spectres des
morphismes
Homsp(F,K).
On dipose alors du spectre des morphismes de F vers K, de´fini par
Homsp(F,K) := limC(Homsp(F,G)).
De´finition 1.4 Soit F un pre´faisceau simplicial, et K un pre´faisceau en
spectres sur C. Alors le spectre de cohomologie de F a` coefficients dans
K est de´fini par
H(F,K) := RHomsp(F,K)
Si C −→ C est une cate´gorie fibre´e en groupoides sur C, son spectre de
cohomologie a` coefficients dans K est de´fini par
H(C, K) := H(FC, K)
Remarquons que H de´finit des bifoncteurs
H : HoSpr(C)×HoSp(C) −→ HoSp
H : HoCh(C)×HoSp(C) −→ HoSp
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1.2 Champs et spectres de K-the´orie
Pour ce paragraphe, on supposera de plus qu’il existe une cate´gorie
cofibre´e en cate´gories exactes
p : E −→ C
C’est a` dire que E est une cate´gorie exacte, et p est un foncteur tel que
• Pour tout objet x ∈ ObE , et tout morphisme de C f : Y −→ X , il
existe une ”image re´ciproque de x par f”. C’est a` dire, il existe un
morphisme u : y −→ x dans E , tel que p(u) = f , et tel que pour
tout morphisme de E v : z −→ x avec p(v) = f , il existe un unique
morphisme w : y −→ z tel que p(w) = Id.
• Soit Z
g // Y
f // X sont deux morphismes de C, x ∈ ObE , et
y ∈ ObE une image re´ciproque de x par f . Alors toute image
re´ciproque de y par g est une image re´ciproque de x par f ◦ g.
• Si x u // y v // z est une suite exacte dans E , alors p(u) = p(v) = Id.
• Si E : x u // y v // z est une suite exacte avec p(x) = X , alors
pour tout morphisme de C f : Y −→ X , toute image re´ciproque de
E par f est encore une suite exacte.
Nous lui associons le pre´faisceau en cate´gories exactes suivant
FE : C −→ CatEx
X 7→ HomCart(X, E)
ou` CatEx est la cate´gorie des cate´gories exactes et foncteurs exacts, et
HomCart(X, E) la sous-cate´gorie deHomC(X˜, E) des sections carte´siennes
( [Gi, 1.1.1] ).
L’exemple standard que l’on utilisera est celui ou` C = (Sch/S)li est
le site des sche´mas muni de la topologie lisse, et E la cate´gorie cofibre´e
des fibre´s vectoriels sur C. Ses objets sont les couples (X, V ), avec X
un sche´ma sur S, et V un fibre´ vectoriel sur X , et un morphisme entre
(Y,W ) et (X, V ) est la donne´e d’un morphisme de sche´mas f : Y −→ X
et d’un morphisme de fibre´s vectoriels sur Y , W −→ f ∗(V ).
Si C est un champ, on posera∫
C
E := HomCart(C, E)
la cate´gorie des morphismes carte´siens de champs sur C ( [Gi, 1.1.1] ).
Si on note C(X) la cate´gorie des fle`ches de C au-dessus de l’identite´
de X , alors la cate´gorie
∫
C
E est e´quivalente a` la cate´gorie suivante
un objet : est de´fini par la donne´e suivante :
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• Pour tout objet X ∈ Ob(C), et tout objet s ∈ Ob(C(X)) la donne´e
d’un objet V(s) ∈ ObE(X)
• Pour tout morphisme de C, f : Y −→ X , et toute paire d’objets
s ∈ Ob(C(X)), s′ ∈ Ob(C(Y )), et tout isomorphisme dans C(Y ),
h : f ∗(s) ≃ t, un isomorphisme dans E(Y )
φs,f,h : f
∗V(s) ≃ V(t)
• Pour toute paire de morphismes de C
Z
g // Y
f // X
tout triplets d’objets s ∈ Ob(C(X)), t ∈ Ob(C(Y )), u ∈ Ob(C(Z)),
et toute paire d’isomorphismes dans E(Y ) et E(Z)
h : f ∗(s) ≃ t
j : g∗(t) ≃ u
une e´galite´ dans E(Z)
φt,g,j ◦ g
∗φs,f,h = φu,f◦g,h◦j
un morphisme : entre V et W est de´fini par la donne´e suivante :
• Pour tout objet s ∈ Ob(C(X)), un morphisme dans E(E)
as : V(s) −→W(s)
• Pour tout morphisme de C, f : Y −→ X , toute paire d’objets
s ∈ ObC(X) et t ∈ C(Y ), et tout isomorphisme dans E(Y ),
h : f ∗(s) ≃ t, une e´galite´ dans E(Y )
φWs,f,h ◦ f
∗(as) = at ◦ φ
V
s,f,h
Ainsi,
∫
C
E est e´quivalent a` la cate´gorie des pseudo-transformations
naturelles entre les pseudo-foncteurs ( 6.3 )
C −→ Cat
X 7→ C(X)
et
C −→ Cat
X 7→ E(X)
Nous noterons aussi
∫
C
E la cate´gorie des sections carte´siennes globales
de E sur C. En clair ∫
C
E := HomCart(∗˜, E)
ou` ∗ est le pre´faisceau d’ensembles constant associe´ a` un ensemble a` un
e´le´ment.
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De´finition 1.5 Le pre´faisceau en spectres de K-the´orie associe´ au couple
(C, E) est de´fini par
K : C −→ Sp
X 7→ K(FE(X))
ou`
K : CatEx −→ Sp
est le foncteur de K-the´orie de´fini dans [Wal, 1.3] par exemple. On
de´finit alors la K-cohomologie d’un champ C a` coefficients dans E par
K(C) := H(C, K)
Le spectre de K-the´orie d’un champ C a` coefficients dans E est de´fini
K(C) := K(
∫
C
E)
Les groupes de K-cohomologie et de K-the´orie de C a` coefficients dans E
sont de´finis respectivement par
Km(C) := πmK(C)
Km(C) := πmK(C)
Les correspondances C 7→ K(C) et C 7→ K(C), de´finissent des foncteurs
K : HoSPr(C) −→ HoSp
K : HoCh(C) −→ HoSp
En effet, pour K cela provient directement de sa de´finition. Pour le
second, il suffit de garder a` l’esprit que
C 7→
∫
C
E
transforme e´quivalences de champs en e´quivalences de cate´gories, et de´termine
donc un foncteur
HoCh(C) −→ HoCatEx
Proposition 1.6 Il existe une transformation naturelle de foncteur
can : K −→ K
Preuve: Soit C un champ en groupoides sur C. Alors, pour chaque
objet X de C, et chaque morphisme de champs s : X˜ −→ C, on dispose
du foncteur image re´ciproque
s∗ :
∫
C
E := HomCart(C, E) −→ HomCart(X˜, E) =: FE(X)
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Ces images re´ciproques ve´rifient de plus (s ◦ s′)∗ = s∗ ◦ (s′)∗. Ainsi, pour
X variable dans Ob(C), les foncteurs
HomCart(X˜, C) −→ FE(X)
de´finissent un foncteur exact de cate´gories exactes∫
C
E −→ HomC(FC, FE)
ou` HomC(FC, FE) est la cate´gorie exacte des morphismes de pre´faisceaux
en cate´gories sur C. Or, il existe un morphisme naturel de cate´gories
WHomC(FC, FE) −→ HomC(FC,WFE)
ou` W de´signe la construction de Waldhausen ( [Wal, 1.3] ) qui a une
cate´gorie exacte associe son spectre de K-the´orie. Ainsi, on trouve un
foncteur naturel en C
W
∫
C
E −→ HomC(FC,WFE)
que l’on compose avec le foncteur classifiant
BW
∫
C
E −→ BHomC(FC,WFE)
Comme il existe un morphisme canonique
BHomCat(A,B) −→ HomSEns(BA,BB)
on en de´duit un morphisme d’ensembles simpliciaux
K(C)[] := BW
∫
C
E −→ Homs(BFC , K [])
Par la naturalite´ de cette construction, ce morphisme s’e´tend en un mor-
phisme de spectres
K(C) −→ Homsp(S(BFC), K)
On peut alors composer ce morphisme avec une re´solution injective
K →֒ HK
pour obtenir le morphisme cherche´
K(C) −→ H(C, K)
Une fois que cette re´solution injective a e´te´ choisie, ce morphisme est
fonctoriel en C. ✷
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Voici deux exemples qui montrent que le morphisme de HoSp
K(C) −→ K(C)
peut eˆtre, ou ne pas eˆtre, un isomorphisme.
Conside´rons C = (QProj/k)Zar, le gros site des sche´mas quasi-projectifs
sur un corps k, muni de la topologie de Zariski. Prenons E la cate´gorie
cofibre´e des faisceaux cohe´rents localement libres et de rang fini sur C,
et K et K les foncteurs de K-the´orie et de K-cohomologie associe´s.
Alors, pour C = X un sche´ma de C, K(F ) est le spectre de K-the´orie
de la cate´gorie des faisceaux localement libres et de rang fini sur X , et
K(C) est le spectre de cohomologie de XZar a` coefficients dans K. On
sait alors que le morphisme canonique
K(X) −→ H(XZar,K)
est une e´quivalence faible ( [Th, 10.5] ).
Prenons maintenant C = (QProj/k)et, le gros site des sche´mas quasi-
projectifs sur un corps k, muni de la topologie de e´tale. Dans ce cas
K(X) est le spectre de cohomologie de Xet a` coefficients dans K. On
sait alors que le morphisme naturel
K(X) −→ H(XZar,K)
n’est une e´quivalence que rationnellement.
Supposons pour terminer que l’on dispose d’une autre cate´gorie cofibre´e
en cate´gories exactes E ′ sur C, qu’il existe un produit tensoriel exact dans
les deux variables
⊗ : E ×C E −→ E
ainsi qu’une structure de E-module sur E ′
⊗ : E ×C E
′ −→ E ′
qui est exacte en la premie`re variable. Notons K′ et K′ les foncteurs de
K-the´orie et de K-cohomologie a` coefficients dans E ′. On sait alors que
l’on peut construire des produits ( [J, 5.3] )
K ∧K −→ K
K ∧K′ −→ K′
K ∧K −→ K
K ∧K′ −→ K′
qui font de K ( resp. K ) un foncteur en spectres en anneaux, et de K′
( resp. K′ ) un foncteur en spectres en K-modules ( resp. K-modules ).
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1.3 Champs alge´briques
Nous noterons S un sche´ma noethe´rien inte`gre de dimension finie et
universellement japonais ( i.e. toutes les normalisations de sche´mas de
type fini sur S sont des morphismes finis ), et (Esp/S)li le gros site des
S-espaces alge´briques essentiellement de type fini et se´pare´s sur S, ou` un
morphisme est couvrant s’il est lisse et surjectif.
A l’aide du lemme de Yoneda, nous identifierons la cate´gorie (Esp/S)
a` une sous-cate´gorie pleine des pre´faisceaux simpliciaux sur (Esp/S)li.
Nous dirons alors qu’un objet F ∈ SPr((Esp/S)li) est repre´sentable s’il
est isomorphe dans HoSPr((Esp/S)li) a` un objet provenant de (Esp/S).
Par extension, nous appellerons tout objet repre´sentable un ”S-espace
alge´brique”.
Comme nous l’avons fait remarquer au 2.1.1, nous pouvons de´finir les
champs en groupoides comme des pre´faisceaux simpliciaux. Il nous ar-
rivera cependant de les de´finir comme des cate´gorie fibre´es en groupoides.
Comme nous les conside´rerons dans la cate´gorie homotopique, le point
de vu adopte´ importe peu.
1.3.1 Quelques de´finitions et proprie´te´s
De´finition 1.7 1. Un morphisme de pre´faisceaux simpliciaux f : F −→ F ′
sur (Esp/S)li est repre´sentable, si pour tout S-espace alge´brique X,
et tout morphisme s : X −→ F ′ de pre´faisceaux simpliciaux, le
pre´faisceau simplicial f−1(X) := F ×F ′ X est repre´sentable.
2. Soit P un type de morphismes de S-espaces alge´briques, stable par
changement de base ( e.g. lisse, e´tale, plat, immersion ferme´e,
immersion ouverte, surjectif, de type fini . . . ). Un morphisme
repre´sentable de pre´faisceaux simpliciaux sur (Esp/S)li f : F −→
F ′ est de type P, si pour chaque S-espace alge´brique X, et chaque
morphisme s : X −→ F ′ de pre´faisceaux simpliciaux, le morphisme
d’espaces alge´briques
fX : f
−1(X) −→ X
est de type P.
3. Soit P un type de morphismes de S-espaces alge´briques, local pour la
topologie lisse ( e.g. localement d’intersection comple`te, immersion
re´gulie`re . . . ). Un morphisme repre´sentable de pre´faisceaux sim-
pliciaux sur (Esp/S)li f : F −→ F ′ posse`de la proprie´te´ P, si pour
chaque S-espace alge´brique X, et chaque morphisme s : X −→ F ′
repre´sentable et lisse, le morphisme d’espaces alge´briques
fX : f
−1(X) −→ X
est de type P.
27
4. Un pre´faisceau simplicial 1-tronque´ sur (Esp/S)li F , est alge´brique
( quasi-se´pare´ et localement de type fini ), si
• le morphisme diagonal
∆ : F −→ F ×S F
est repre´sentable, quasi-compact et se´pare´
• il existe un S-espace alge´brique X, et un morphisme ( automa-
tiquement repre´sentable par le premier point ), lisse et surjectif
f : X −→ F
On dira alors que F est lisse ( resp. re´gulier, normal, de type fini )
sur S, si on peut prendre X lisse ( resp. re´gulier, normal, de type
fini ) sur S.
5. une cate´gorie fibre´e en groupoides C sur (Esp/S)li est un champ
alge´brique, si le pre´faisceau simplicial FC est flasque et alge´brique.
Remarquons qu’une cate´gorie fibre´e en groupoides C sur (Esp/S)li
est un champ alge´brique dans la terminologie de [L-M], si et seulement
si c’est un champ alge´brique pour la de´finition pre´ce´dente.
De´finition 1.8 La 2-cate´gorie des champs alge´briques sur S sera note´e
ChAlg(S). Le groupoide des 1-morphismes de C vers C′ sera note´HomCh(C, C
′).
La cate´gorie homotopique des champs alge´briques sur S, note´eHoChAlg(S),
est l’image essentielle dans HoSPr((Esp/S)li) du foncteur
ChAlg(S) −→ HoSPr((Esp/S)li)
C 7→ FC
Notations et Terminologie: Le mot ”morphisme” fera toujours re´fe´rence
a` un morphisme dans HoChAlg(S), alors que nous pre´ciserons
”1-morphisme” pour ceux dans ChAlg(S). De meˆme nous parlerons de
”diagrammes commutatifs” pour les diagrammes commutatifs deHoChAlg(S),
et de ”diagrammes 1-commutatifs” pour ceux de ChAlg(S). Nous dirons
que deux champs sont e´quivalents s’ils sont isomorphes dansHoChAlg(S).
Un 1-morphisme s : X −→ F , avec X un espace alge´brique sera
appele´ une section de F au-dessus deX . Le lemme de Yoneda permettant
d’identifier canoniquement le groupoide des sections au-dessus de X avec
F (X), nous parlerons alors de l’objet s ∈ ObF (X) associe´ a` s. Ce n’est
que l’image par s de l’identite´.
Par la suite un ”champ alge´brique” sera toujours un champ alge´brique
de type fini sur S. Dans les quelques cas ou` les champs ne seront pas de
type fini, nous pre´ciserons ”champs alge´briques localement de type fini”.
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En particulier, comme S est noethe´rien, tout champ alge´brique est aussi
noethe´rien.
Bien que nous travaillerons essentiellement dans HoChAlg(S), nous
aurons besoin quelque-fois de revenir a` ChAlg(S) pour de´finir certains
objets.
De´finition 1.9 Un 1-morphisme de champs alge´briques f : F −→ F ′
est propre, si pour tout S-espace alge´brique X, et tout 1-morphisme
s : X −→ F ′, il existe un S-espace alge´brique Y , et un diagramme
commutatif
Y
p

q
##G
GG
GG
GG
GG
G
f−1(X)
fX
// X
avec q propre, et p surjective.
Remarque: Comme la proprie´te´ d’eˆtre repre´sentable pour un 1-morphisme
est invariante par e´quivalence, la notion de morphismes repre´sentables
dansHoChAlg(S) est bien de´finie ( comme morphismes isomorphes a` des
images de 1-morphismes repre´sentables ). De meˆme, pour un morphisme
repre´sentable, la proprie´te´ d’eˆtre e´tale, surjectif, lisse, plat, localement
d’intersection comple`te, une immersion ferme´e, une immersion ouverte
... posse`de un sens.
Il en est de meˆme pour la notion de morphisme propre.
De´finition 1.10 Le champ des ramifications IF d’un champ alge´brique
F est de´fini par
IF := F ×F×SF F
On notera
πF : IF −→ F
le morphisme naturel.
Soit F un champ alge´brique.
1. On dira que F est se´pare´, si le morphisme
∆ : F −→ F ×S F
est propre.
2. Nous dirons que F est de Deligne-Mumford, si le morphisme
∆ : F −→ F ×S F
est non-ramifie´.
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3. Nous dirons que F est ∆-affine, si le morphisme
∆ : F −→ F ×S F
est affine.
Par la suite, tous les champs de Deligne-Mumford que l’on rencontr-
era seront suppose´s se´pare´s.
Remarques:
• Soit F un champ alge´brique. Pour chaque objet X ∈ (Esp/S), et
chaque objet s ∈ ObF (X), le faisceau des automorphismes de s
AutX(s) : (Esp/X)li −→ Gp
( u : Y → X ) 7→ AutF (Y )(u∗(s))
est repre´sentable par un X-espace alge´brique en groupes ( [L-M] ),
note´ AutX(s). Dire alors que F est ∆-affine, est e´quivalent a` dire
que pour tout X et s comme ci-dessus, AutX(s) est affine sur X .
• D’apre`s [L-M], la de´finition (2) pre´ce´dente est e´quivalente a` la de´finition
donne´e dans [D-M, 4.6], ce qui explique le choix de la terminologie.
• Un champ alge´brique se´pare´ de Deligne-Mumford est ∆-affine. En
effet, ∆ e´tant quasi-compact et non-ramifie´, il est quasi-fini. Ainsi,
∆ est propre et quasi-fini, donc fini, et en particulier affine.
• Si S est de caracte´ristique nulle, tout champ alge´brique ∆-affine et
se´pare´ est de Deligne-Mumford. En effet, ∆ e´tant affine et propre,
il est fini, et donc quasi-fini. C’est donc un champ de Deligne-
Mumford d’apre`s [Vi2, 7.17]. Ceci n’est plus vrai pour S ge´ne´ral.
• Remarquons aussi, qu’un S-espace alge´brique est un champ alge´brique
F tel que
∆ : F −→ F ×S F
soit un monomorphisme. ( [L-M] ).
Exemple: Soit X un S-espace alge´brique, et H −→ S un X-espace
alge´brique en groupes, lisse sur S. On suppose que H ope`re sur X au-
dessus de S
a : X ×S H −→ X
On de´finit le champ classifiant [X/H ], comme la cate´gorie fibre´e sur
(Esp/S)li, dont la cate´gorie fibre au-dessus d’un objet Y ∈ (Esp/S) est
le groupoide des diagrammes
Y P
poo f // X
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ou` p est un H-fibre´ principal, et f un morphisme H-e´quivariant. On sait
que [X/H ] est un champ alge´brique ( [L-M] ).
De plus, dans le cas ou` H est affine sur S, [X/H ] est ∆-affine. En
effet, le champ IF est alors e´quivalent au champ quotient [X/H ], ou` X
est le sous-espace alge´brique en groupes de X ×S H des couples (x, h)
tels que h.x = x.
De´finition 1.11 Soit F un champ alge´brique.
• Un espace de modules pour F est un S-espace alge´brique M , muni
d’un morphisme
p : F −→ M
tel que
1. pour tout S-corps se´parablement clos K, le morphisme induit
p∗ : π0F (SpecK) −→ π0M(SpecK)
est une bijection
2. le morphisme p est universel ( dans HoChAlg(S) ) pour les
morphismes vers les espaces alge´briques.
• Un quotient ge´ome´trique uniforme pour F est un espace de modules
M , tel que
1. la projection p : F −→ M est un morphisme submersif ( i.e.
un sous-champ F ′ →֒ F est ouvert si et seulement si p(F ′) est
ouvert dans M )
2. le morphisme naturel F −→ F ×M F est surjectif
3. pour tout morphisme plat d’espaces alge´briques f : M ′ −→ M ,
la projection p′ : F ′ := F ×M M ′ −→M ′ est un morphisme sub-
mersif, qui fait de M ′ un espace de modules pour F ′, et ve´rifiant
la proprie´te´ (2) ci-dessus
Remarque: Si F = [X/H ], est un champ quotient d’une action d’un S-
sche´ma en groupes sur un S-sche´maX , alorsM est un quotient ge´ome´trique
uniforme pour F si et seulement s’il est un quotient ge´ome´trique uniforme
de X par H au sens de [M-F-K, 0.6].
Rappelons les deux principaux re´sultats d’existence.
The´ore`me 1.12 [K-M] Si F est un champ alge´brique tel que
∆ : F −→ F ×S F
soit fini, alors F posse`de un quotient ge´ome´trique uniforme.
En particulier, tout champ de Deligne-Mumford posse`de un quotient
ge´ome´trique uniforme.
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Question: Le the´ore`me 1.12 reste-t-il vrai si on remplace ”fini” par
”e´quidimensionnel” ?
Dans le cas ou` S est de caracte´ristique nulle, on posse`de le lemme
suivant, re´pondant partiellement a` la question pre´ce´dente.
Lemme 1.13 Soit F un champ alge´brique sur S, tel que le morphisme
diagonal ∆ : F −→ F ×S F est e´quidimensionnel. Alors, si S est de
caracte´ristique nulle, il existe une factorisation unique a` homotopie pre`s
F
f //
p

F0
q
~~||
||
||
||
M
ou` F0 est un champ de Deligne-Mumford ( e´ventuellement non quasi-
se´pare´, i.e. avec un morphisme diagonal e´ventuellement non se´pare´ ), et
f fait de F une gerbe borne´e par des espaces alge´briques en groupes lisses
sur F0.
Preuve: Pour chaque paire de sections s, t : X −→ F , on dispose
de l’espace alge´brique des isomorphismes IsomX(s, t) −→ X . C’est un
torseur sous le X-espace alge´brique en groupes AutX(s). Par hypothe`se,
le morphisme de projection AutX(s) −→ X est e´quidimensionnelle. Comme
la caracte´ristique de S est nulle, on conclut donc par [SGA 3 I, Exp. IVB
Cor. 4.4] que le sche´ma des composantes connexes K = π0AutX(s) −→
X existe, mais peut eˆtre non se´pare´ sur X . Le torseur IsomX(s, t) induit
donc un K-torseur sur X , π0IsomX(s, t) −→ X .
Ceci nous permet alors de de´finir F0(X) comme e´tant le groupoide
posse´dant les meˆmes objets que F (X), et avec l’ensemble des sections de
π0IsomX(s, t) −→ X comme morphisme de s vers t.
De cette fac¸on, F0 est clairement un champ tel que le morphisme diago-
nal F0 −→ F0×F0 est quasi-fini. Comme nous sommes en caracte´ristique
nulle, c’est un champ de Deligne-Mumford. Enfin, le morphisme naturel
F −→ F0 est localement sur s : X −→ F0 de la forme
BAutX(s) −→ Bπ0AutX(s).
C’est donc une gerbe borne´ par l’espace alge´brique en groupes lisse sur
X repre´sentant la composante neutre de AutX(s). ✷
De´finition 1.14 Supposons que S est de caracte´ristique nulle. Un champ
alge´brique F , tel que le morphisme diagonal est e´quidimensionnel est ap-
pele´ ∆-e´quidimensionnel.
Dans ce cas, si le champ F 0 du lemme 1.13 est se´pare´, on dira que F
est pseudo-se´pare´.
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Ainsi, on voit que si S est de caracte´risitique nulle, tout champ ∆-
e´quidimensionnel pseudo-se´pare´ posse`de un quotient ge´ome´trique uni-
forme.
Inversemment, si F est normal et posse`de un quotient ge´ome´trique
uniforme, alors le morphisme diagonal est forcemment e´quidimensionnel.
The´ore`me 1.15 [L-M] Si F est un champ alge´brique, tel que le mor-
phisme
πF : IF −→ F
soit plat, alors F posse`de un quotient ge´ome´trique uniforme M . De plus
le morphisme naturel F −→ M , fait de F une gerbe sur M , borne´e par
des M-espaces alge´briques en groupes plats sur M .
Par la suite, nous nous inte´resserons particulie`rement aux champs qui
sont localement des quotients par des groupes affines.
De´finition 1.16 Un champ alge´brique F est localement un quotient ( resp.
localement un quotient affine ), s’il existe un morphisme
p : F −→ X
ou` X est un S-espace alge´brique, tel qu’il existe un recouvrement e´tale
{Ui}i∈I de X, des S-espaces alge´briques en groupes Hi lisses ( resp.
lisses et affines ) sur S, ope´rant sur des S-espaces alge´briques Xi, et
des e´quivalences
FUi := F ×X Ui ≃ [Xi/Hi]
Si de plus, F posse`de un quotient ge´ome´trique uniforme, on dira que
F est localement un quotient ge´ome´trique uniforme ( resp. quotient
ge´ome´trique uniforme affine ).
Pour terminer nous rappelons un fait bien connu, mais pour lequel
nous n’avons pas trouve´ de re´fe´rence sous cette forme.
Proposition 1.17 Soit F un champ de Deligne-Mumford, et p : F −→ M
son espace de modules. Alors, il existe un recouvrement e´tale {Ui}i∈I de
M , des groupes finis Hi, des espaces alge´briques Xi et une action de Hi
sur Xi, tel que pour tout i ∈ I, le champ FUi := p
−1(Ui) soit e´quivalent
au champ [Xi/Hi].
Preuve: Voir la premie`re partie de la preuve de [Vi2, 2.8]. ✷
Corollaire 1.18 Tout champ F de Deligne-Mumford est localement un
quotient ge´ome´trique uniforme affine.
Si S est de caracte´ristique nulle, tout champ alge´brique∆-e´quidimensionnel
et pseudo-se´pare´ est localement un quotient ge´ome´trique uniforme.
Question: Si F est un champ alge´brique ∆-affine posse´dant un quo-
tient ge´ome´trique uniforme, F est-il localement un quotient ge´ome´trique
uniforme ?
33
1.3.2 Quasi-enveloppes de Chow
Pour un champ alge´brique F , nous noterons |F | l’ensemble de ses
sous-champs ferme´s inte`gres. Les e´le´ments de |F | seront appele´s les
points de F .
Pour chaque point x ∈ |F |, le sous-champ correspondant sera note´
{x}. Comme ce champ est inte`gre, il existe un sous-champ ouvert U de
{x} qui est une gerbe sur un espace alge´brique inte`gre M . Notons
i : SpecK(M) −→M , le point ge´ne´rique deM . Alors i∗F := U ×M SpecK(M)
est une gerbe sur SpecK(M).
De´finition 1.19 La gerbe i∗F de´finie ci-dessus est appele´e la gerbe re´siduelle
de F au point x. Elle sera note´e x˜.
La classe du groupe d’isotropie d’un point x ∈ |F |, est la classe de
conjugaison du groupe alge´brique sur Speck(x)sp qui borne la gerbe x˜.
On la notera |Hx|.
L’ordre de ramification de F en un point x est par de´finition l’ordre
de |Hx|, s’il existe.
Remarquons que pour chaque point x de F , on dispose d’un mor-
phisme repre´sentable canonique
ix : x˜ −→ F
De´finition 1.20 Un morphisme propre de champs alge´briques
f : F −→ F ′
est une quasi-enveloppe de Chow, si pour tout point x ∈ |F ′|, le mor-
phisme induit
fx˜ : f
−1(x˜) := F ×F ′ x˜ −→ x˜
admet une section apre`s un changement de base fini de k(x).
Notons que les quasi-enveloppes de Chow sont stables par change-
ments de base quelconques, ainsi que par composition.
Exemple: Soit F un champ alge´brique se´pare´, et X −→ F une quasi-
enveloppe de Chow, avec X un espace alge´brique. Alors F est au-
tomatiquement un espace alge´brique. En effet, lorsqu’un morphisme
repre´sentable f : F −→ F ′ est une quasi-enveloppe de Chow, pour tout
point x ∈ |F ′|, il existe un point y ∈ |F | avec f(y) = x, tel que le
morphisme induit
|Hy| ⊗ Speck(y)sp −→ |Hx| ⊗ Speck(y)sp
soit un isomorphisme. Comme X est tel que |Hy| est trivial pour chaque
y ∈ |X|, on en de´duit que F est un champ alge´brique tel que
∆ : F −→ F ×S F
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est une immersion ferme´e. C’est donc un espace alge´brique.
The´ore`me 1.21 1. Soit F un champ alge´brique de Deligne-Mumford
re´duit. Alors, il existe un nombre fini de S-espaces alge´briques Xi,
des groupes finis Hi ( ope´rant trivialement sur Xi ), et un mor-
phisme repre´sentable fini
f :
∐
i
[Xi/Hi] −→ F
qui est une quasi-enveloppe de Chow.
2. Supposons que S est de caracte´ristique nulle. Soit F un champ
alge´brique normal, ∆-e´quidimensionnel et pseudo-se´pare´ (1.14). Alors,
il existe un nombre finis d’espaces alge´briques Xi, et un morphisme
repre´sentable fini
f :
∐
i
Fi −→ F
qui est une quasi-enveloppe de Chow, avec Fi une gerbe sur Xi
borne´e par des espaces alge´briques en groupes lisses sur Xi.
Preuve: (1) Si on construit une quasi-enveloppe de Chow ve´rifiant
les conclusions du the´ore`me pour chacune des composantes irre´ductibles
de F , leur union disjointe satisfera aux conditions demande´es. On peut
donc se restreindre au cas ou` F est inte`gre. Soit M l’espace de modules
de F . D’apre`s [Vi2, 2.6], il existe un S-espace alge´brique normal X et
un morphisme repre´sentable fini
f : X −→ F
Notons F0 la normalisation de F ×M X , et X0 l’espace de modules de
F0. Alors le morphisme naturel X0 −→ X est un morphisme fini et bi-
rationnel entre deux espaces alge´briques normaux, c’est donc un isomor-
phisme. De´montrons alors que F0 est une gerbe triviale sur son espace
de modules X .
Lemme 1.22 Soit F un champ de Deligne-Mumford normal tel que la
projection naturelle p : F −→ M sur son espace de modules admette une
section. Alors F est e´quivalent a` une gerbe triviale sur M .
Preuve: Il suffit de montrer que la projection F −→M fait de F une
gerbe sur M . Comme ceci est local sur Met, on peut supposer par 1.17,
que F = [X/H ] est un champ quotient d’un groupe fini H ope´rant sur
un S-sche´ma normal et irre´ductible X .
35
Dans ce cas M = X/H , et la section M −→ F est de´finie par un
diagramme commutatif
X/H
Id // X/H
Y
q
OO
f
// X
p
OO
ou` p est la projection canonique, q un H-fibre´ principal, et f un mor-
phisme H-e´quivariant. Comme q est e´tale, f est non-ramifie´. Or Y et X
sont normaux et de meˆme dimension, donc f est e´tale. Ce qui implique
que p est aussi e´tale. Ainsi, si H0 = Ker(H −→ Aut(X)), l’action de
H/H0 est libre , et F est e´quivalent a` [(X/H)/H0]. ✷
Ainsi, F0 ≃ [X0/H0] pour un groupe fini ope´rant trivialement sur X0.
De plus, le morphisme
f0 : F0 −→ F
est repre´sentable fini, et est ge´ne´riquement une quasi-enveloppe de Chow.
Il existe donc un sous-champ ouvert dense U →֒ F tel que F0×F U −→ U
soit une quasi-enveloppe de Chow. Notons F ′ le ferme´ comple´mentaire
re´duit de U dans F . Par re´currence noethe´rienne, la proposition est vraie
pour F ′. Soit X ′i, H
′
i et
f ′ :
∐
i
[X ′i/H
′
i] −→ F
′
une quasi-enveloppe de Chow pour F ′. Alors
f = f0
∐
f ′ : [X0/H0]
∐
i
[X ′i/H
′
i] −→ F
est une quasi-enveloppe de Chow pour F qui ve´rifie les conditions de-
mande´es.
(2) Le re´sultat se de´duit imme´diatemment du cas (1) et du lemme
1.13. ✷
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2 Chapitre 2 : K-the´orie des champs alge´briques
Dans ce chapitre nous allons e´tudier les spectres de K-the´orie des
champs alge´briques. Il s’agit d’essayer de de´crire ces spectres en fonctions
de ”choses connues”, a` savoir les spectres deK-the´orie des sche´mas ou des
espaces alge´briques, ou encore la K-cohomologie des champs alge´briques.
Les premiers re´sultats dans cette direction sont les the´ore`mes de de-
scente ( 2.4, 2.9 ). Cependant, ils ne sont pas re´ellement utilisables pour
de´crire la K-the´orie, mais sont plutoˆt des outils techniques permettant
de ramener les calculs a` des cas connus ( quotients par des groupes finis
par exemple ). Nous en feront un usage intensif dans le chapitre suivant,
lors de la preuve des formules de Riemann-Roch.
Bien que posse´dant de nombreuses proprie´te´s analogues a` celles de la
K-the´orie des sche´mas ( localisation, homotopie, axiome du fibre´ pro-
jectif ... ), la K-the´orie des champs alge´briques diffe`re de celle-ci par le
fait qu’elle ne posse`de plus la proprie´te´ de descente e´tale ( [Th, 11.10] ).
Ceci provient de la nature mixte des faisceaux cohe´rents sur les champs
alge´briques, dans le sens ou` ils font intervenir d’une part des faisceaux
cohe´rents sur des sche´mas, et d’autre part des repre´sentations de groupes
alge´briques. Dans le cas des champs de Deligne-Mumford par exem-
ple, la K-cohomologie rationnelle ne peut pas retenir l’information sur
ces repre´sentations, car la cohomologie d’un groupe fini est de torsion.
Bien que je n’aie pas ve´rifie´ tous les de´tails, il est meˆme probable que
la condition de descente e´tale pour la K-the´orie caracte´rise les espaces
alge´briques parmi les champs de Deligne-Mumford. C’est alors le but
des the´ore`mes de de´vissage ( 2.15, 2.23, 2.29 ) de de´crire la partie de
la K-the´orie qui disparaˆit dans la K-cohomologie. Ces the´ore`mes sont
d’un certain point de vue orthogonaux aux the´ore`mes de descente. En
effet, il est difficile de les utiliser dans les calculs, mais en contre-partie,
leur caracte`re descriptif permet de de´finir, de manie`re assez e´vidente, le
caracte`re de Chern qui sera utilise´ dans les formules de Riemann-Roch.
Le site (Esp/S)li est muni d’un faisceau d’anneaux cohe´rent
O : X 7→ OX(X)
On lui associe le champ en cate´gories Vect −→ (Esp/S)li ( resp.
Coh −→ (Esp/S)li ), dont la cate´gorie des sections au-dessus d’un es-
pace alge´brique X est la cate´gorie des faisceaux deO-modules localement
libres et de rang fini ( resp. localement de pre´sentation finie ) sur le site
restreint (Esp/X)li. Remarquons que Vect est un champ en cate´gories
exactes. Il n’en n’est plus de meˆme de Coh.
Si F est un champ alge´brique, on peut de´finir son petit site lisse Fli.
Ses objets sont les 1-morphismes lisses s : X −→ F , avec X un espace
alge´brique. Un morphisme entre s : X −→ F et t : Y −→ F , est la
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donne´e d’un morphisme f : X −→ Y , et d’un 2-morphisme h entre s et
t ◦ f .
Ce site est muni du faisceau d’anneaux
OF : ( X −→ F ) 7→ OX(X)
On lui associe le champ en cate´gories exactes CohF −→ Fli, dont la
cate´gorie des sections au-dessus de l’objet X −→ F est la cate´gorie des
faisceaux de OF -modules cohe´rents sur X . C’est la cate´gorie cofibre´e
Coh restreinte a` Fli.
Pour un champ alge´brique F , on pose alors
Vect(F ) :=
∫
F
Vect
Coh(F ) :=
∫
F
Coh
D’apre`s la de´finition des sections carte´siennes globales d’un champ
( [Gi, 1.1.1] ), la cate´gorie Vect(F ) ( resp. Coh(F ) ) peut-eˆtre de´finie
de la fac¸on suivante
un objet : est de´fini par la donne´e suivante :
• Pour toute section s : X −→ F , avec X un espace alge´brique, la
donne´e d’un fibre´ vectoriel ( resp. faisceau cohe´rent ) V(s) sur X
• pour tout morphisme d’espaces alge´briques f : Y −→ X , et toute
paire de sections
s : X −→ F
t : Y −→ F
et tout 2-morphisme h : s ◦ f ⇒ t, un isomorphisme de fibre´s vecto-
riels ( resp. faisceaux cohe´rents )
φs,f,h : f
∗V(s) ≃ V(t)
• Pour toute paire de morphismes d’espaces alge´briques
Z
g // Y
f // X
tout triplet de 1-morphismes s : X −→ F , t : Y −→ F , u : Z −→ F ,
et toute paire de 2-morphismes
h : s ◦ f ⇒ t
j : t ◦ g ⇒ u
une e´galite´
φt,g,j ◦ g
∗φs,f,h = φu,f◦g,h◦j
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un morphisme : entre V et W est de´fini par la donne´e suivante :
• Pour toute section s : X −→ F , avec X un espace alge´brique, un
morphisme de fibre´s vectoriels ( resp. faisceaux cohe´rents ) sur X
as : V(s) −→W(s)
• Pour tout morphisme d’espaces alge´brique f : Y −→ X , et toute
paire de sections
s : X −→ F
t : Y −→ F
et tout 2-morphisme h : s ◦ f ⇒ t, une e´galite´
φWs,f,h ◦ f
∗(as) = at ◦ φ
V
s,f,h
Plus ge´ne´ralement, pour E une cate´gorie cofibre´e sur (Esp/S)li, F un
champ, et V une section globale carte´sienne de E sur F , nous noterons
V(s) la section de E sur l’espace alge´brique X de´finie par un 1-morphisme
s : X −→ F .
Supposons que f : F −→ F ′ soit un morphisme propre de champs
alge´briques. Alors, on peut de´finir une pseudo-transformation naturelle
entre les pseudo-foncteurs sur F ′li
U 7→ Coh(f−(U))
U 7→ Coh(U)
qui a` un faisceau cohe´rent F sur f−1(U), associe le faisceau f∗(F) sur U .
Le fait que ceci de´finit bien une pseudo-transformation naturelle est une
conse´quence de la formule de transfert pour les morphismes lisses. Ainsi,
f∗ de´finit un morphisme de champs sur F
′
li
f∗ : f∗Coh −→ Coh
Par la meˆme construction, si CModqcoh de´signe la cate´gorie cofibre´e des
complexes de O-modules, a` cohomologie quasi-cohe´rente et borne´e, on
de´finit une image directe
f∗ : f∗CModqcoh −→ CModqcoh
2.1 Premie`res proprie´te´s
De´finition 2.1 Le pre´faisceau en spectres de K-the´orie a` coefficients
dans Vect est note´ K. La K-cohomologie d’un champ alge´brique F est
K(F ) := H(F,KQ)
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Le foncteur de K-the´orie a` coefficients dans Vect est note´
K : Ch(S) −→ Sp
F 7→ K(F ) := K(Vect(F ))
Si F est un champ alge´brique, son pre´faisceau en spectres de K-the´orie
a` coefficients dans CohF sera note´ G. On de´finit la G-cohomologie de
F par
G(F ) := H(Fli, GQ)
Le spectre de G-the´orie d’un champ alge´brique F est de´fini par
G(F ) := K(Coh(F ))
Nous noterons
canF : K(F ) −→ K(F )
canF : G(F ) −→ G(F )
les morphismes canoniques ( 1.6 ).
Remarque: Pour le site lisse Fli les morphismes de transitions ne
sont pas forcement plats. Ainsi, G n’est pas re´element de´fini comme
pre´faisceau en spectres sur Fli. Pour re´soudre cette difficulte´ il suffit de
travailler avec les de´finitions de [Th].
Notons que si f : F −→ F ′ est un 1-morphisme plat entre deux
champs alge´briques, le foncteur
f ∗ : f ∗CohF ′ −→ (CohF )
est exact, et induit donc des morphismes
f ∗ : G(F ) −→ G(F ′)
f ∗ : G(F ) −→ G(F ′)
De cette fac¸on, F 7→ G(F ) et F 7→ G(F ) sont des foncteurs stricts de
la 2-cate´gorie (ChAlg(S), f l) des champs alge´briques et 1-morphismes
plats, vers celle des spectres, morphismes de spectres et classe d’homotopie
d’homotopie entre morphismes.
Si f : F −→ F ′ est un morphisme propre et de dimension coho-
mologique finie. Alors, on peut de´finir un morphisme dans HoSp
f∗ : G(F ) −→ G(F
′)
De cette fac¸on, F 7→ G(F ) est un foncteur covariant de la cate´gorie
(HoChAlg(S), pr < ∞) des champs alge´briques et morphismes propres
de dimension cohomologique finie, vers HoSp.
Nous aurons besoin a` certains moments d’avoir une version fonctorielle
de ces images directes. Pour cela, nous utiliserons les constructions de
Thomason ( [Th] ).
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Par exemple supposons que l’on dispose d’un I-pseudo-diagramme de
champs alge´briques
F : I −→ ChAlg(S)
tel que pour chaque u : i −→ j, le morphisme F (u) : F (i) −→ F (j)
soit propre et de dimension cohomologique finie. Notons, pour chaque
i ∈ I, A(i) la cate´gorie bi-compliciale de Waldhausen des complexes de
OSF (i)-modules acycliques, et a` cohomologie cohe´rente et borne´e. Alors,
la correspondance
i 7→ A(i)
(u : i→ j) 7→ F (u)∗ : A(i) −→ A(j)
de´finit un I-pseudo-diagramme de cate´gories bi-compliciales de Wald-
hausen. Et par le proce´de´ de strictification 6.3, un I-diagramme de
cate´gories bi-compliciales de Waldhausen
SA : i 7→ SA(i)
En prenant l’image par le foncteur covariant G, on obtient donc un
I-diagramme dans Sp
G : i 7→ K(SA(i))
Ainsi, pour chaque diagramme de champs alge´briques, avec des mor-
phismes de transition propres et de dimension cohomologique finie, on
disposera d’un diagramme de spectres de G-the´orie associe´. Le cas que
nous utiliserons le plus est celui ou` I = ∆op.
Supposons maintenant que f : F −→ F ′ est propre et repre´sentable.
On dispose alors d’un morphisme de champs sur F ′li
f∗ : f∗Coh −→ Coh
Si on note CModcoh ( resp. CMod
ac
coh ) la cate´gorie cofibre´e en cate´gories
bi-compliciales de Waldhausen des complexes de O-modules ( resp. des
O-modules acycliques et a` cohomologie cohe´rente et borne´e ), a` coho-
mologie borne´e et cohe´rente, ce morphisme induit un morphisme exact
de cate´gories cofibre´es en cate´gories bi-compliciales de Waldhausen
f∗ : f∗CMod
ac
coh −→ CModcoh
Ainsi, en passant aux spectres deK-the´orie, on a construit un morphisme
de pre´faisceaux en spectres sur F ′li
f∗ : f∗G −→ G
Les produits tensoriels
⊗ : Vect×(Esp/S)li Vect −→ Vect
⊗ : VectF ×Fli VectF −→ VectF
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⊗ : VectF ×Fli CohF −→ CohF
induisent des produits dans HoSp ( 1.2 )
⊗ : K ∧K −→ K
⊗ : K(F ) ∧G(F ) −→ G(F )
⊗ : K ∧K −→ K
⊗ : K(F ) ∧G(F ) −→ G(F )
Rappelons les principales proprie´te´s de ce foncteurs.
Proposition 2.2 1. ( axiome du fibre´ projectif ) Soit π : P(V ) −→ F
un fibre´ projectif associe´ a` un fibre´ vectoriel V de rang r + 1 sur
un champ alge´brique F , et x = OP () le fibre´ inversible canonique.
Alors il existe des isomorphismes dans HoSp∨i=r
i=0K(F ) −→ K(P(V ))
∨iai 7→
∑
i x
i ⊗ π∗(ai)
et de meˆme avec K, G et G.
2. ( localisation ) Si j : F ′ →֒ F est une immersion ferme´e de champs
alge´briques, et i : U →֒ F l’immersion ouverte comple´mentaire.
Alors il existe des triangles fonctoriels pour les images re´ciproques
de morphismes plats
G(F ′)
j∗
$$I
II
II
II
II
G(F ′)
j∗
$$I
II
II
II
II
G(U)
−1
::uuuuuuuuu
G(F )i
∗
oo G(U)
−1
::uuuuuuuuu
G(F )i
∗
oo
3. ( homotopie ) Si p : V −→ F est un morphisme de champs alge´briques
qui est un torseur affine sur Fli, alors les morphismes naturels dans
HoSp
p∗ : G(F ) −→ G(V )
p∗ : G(F ) −→ G(V )
sont des isomorphismes.
4. ( dualite´ de Poincare´ ) Si F est un champ alge´brique re´gulier, le
morphisme naturel dans HoSp(Fli)
K −→ G
est un isomorphisme.
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5. ( descente ) Pour tout champ alge´brique F , le morphisme canonique
K(F ) −→ H(Fli, KQ)
est un isomorphisme d’anneaux dans HoSp, compatible avec les im-
ages re´ciproques.
Si X est un espace alge´brique, alors le morphisme canonique
G∗(X)⊗Q −→ G∗(X)
est un isomorphisme.
6. ( invariance topologique ) Si j : Fred →֒ F est l’immersion canonique
du sous-champ alge´brique re´duit d’un champ alge´brique, les mor-
phismes
j∗ : G(Fred) −→ G(F )
j∗ : G(Fred) −→ G(F )
sont des isomorphismes de HoSp.
7. ( continuite´ ) Soit {Fi}i∈I un syste`me inductif filtrant de champs
alge´briques avec 1-morphismes de transition plats. Alors, si
F = ColimIFi est une 1-limite inductive dans ChAlg(S), le mor-
phisme naturel
G(F ) −→ limIG(Fi)
est un isomorphisme dans HoSp.
8. ( transfert ) Si
F ′0
f ′

u0 // F0
f

F ′ u
// F
est un carre´ 2-carte´sien dans ChAlg(S), avec f propre et repre´sentable,
et u plat et repre´sentable, alors les diagrammes suivants commutent
a` homotopie naturelle pre`s dans Sp
G(F ′)
f ′∗

G(F)
u∗0oo
f∗

G(F ′0)
f ′∗

G(F0)
u∗0oo
f∗

G(F ′) G(F )
u∗
oo G(F ′) G(F )
u∗
oo
9. ( formule de projection ) Soit f : F ′ −→ F un morphisme propre et
repre´sentable de champs alge´briques. Alors les diagrammes suivants
commutent a` homotopie naturelle pre`s dans Sp
K(F ) ∧G(F ′)
Id⊗f∗ //
f∗⊗Id

G(F ) K(F ) ∧G(F ′)
Id⊗f∗ //
f∗⊗Id

G(F )
K(F ′) ∧G(F ′)
⊗ //G(F ′)
f∗
OO
K(F ′) ∧G(F ′)
⊗ //G(F ′)
f∗
OO
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Preuve: Les points (1), (2), (3), (6), (7), (8) et (9) se de´montrent
exactement comme dans le cas d’un sche´ma ( [Q] ). Le point (4) se
de´montre comme dans [Th2].
Le point (5) provient directement du the´ore`me de descente de la
G-the´orie e´tale ( [Th, 11.10] ), et du fait qu’un pre´faisceau en spectres
est flasque pour la topologie e´tale si et seulement il l’est pour la topologie
lisse ( car tout morphisme lisse posse`de une section apre`s un recouvre-
ment e´tale ). ✷
Remarques:
• Le proble`me de savoir si pour un champ re´gulier F , le morphisme
naturel K(F ) −→ G(F ) est un isomorphisme semble difficile, meˆme
a` coefficients rationnels. Les seuls cas ou` nous connaissons une
re´ponse partielle est celui des champs quotients par des groupes
affines ( [Th2] ).
• La proprie´te´ de descente implique que l’on a un isomorphisme na-
turel dans HoSp(Fli)
GQ −→ G
Ainsi, si f : F −→ F ′ est un morphisme propre et repre´sentable, on
a Rf∗GQ ≃ f∗GQ dans HoSp(F
′
li), et donc on peut construire une
image directe
f∗ : G(F ) ≃ H(F
′
li,Rf∗G) ≃ H(F
′
li,Rf∗GQ)
H(f∗)
−→ H(F ′li, GQ) ≃ G(F
′)
dans HoSp. En utilisant les images directes fonctorielles pour G, et
cette identification, on peut montrer que
F 7→ G
est un foncteur covariant de la 2-cate´gorie des champs alge´briques
repre´sentables sur un champ de base fixe F ′, et 1-morphismes pro-
pres et repre´sentables, vers celle des spectres, morphismes de spec-
tres et classes d’homotopie d’homotopie entre morphismes.
Corollaire 2.3 Soit f : F −→ F ′ un 1-morphisme propre et repre´sentable
de champs alge´briques. Alors le diagramme suivant commute dans HoSp
G(F )
f∗ //
can

G(F ′)
can

G(F )
f∗
//G(F ′)
Preuve: C’est imme´diat d’apre`s la fonctorialite´ du morphisme can. ✷
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2.2 Descente de la G-the´orie rationnelle
2.2.1 Descente au-dessus d’un espace alge´brique
The´ore`me 2.4 Soit F un champ alge´brique, et p : F −→ X un
1-morphisme, avec X un espace alge´brique. Alors
p∗GQ : Xli −→ Sp
U 7→ G(p−U)Q
est un pre´faisceau flasque sur Xli.
Preuve: Comme un morphisme lisse posse`de des sections apre`s un
changement de base e´tale et surjectif, un pre´faisceau est flasque sur Xli
si et seulement si sa restriction l’est sur Xet. On travaillera donc avec la
topologie e´tale sur X .
Remarquons aussi, que s’il existe un triangle
E
@
@@
@@
@@
F
−1
??~~~~~~~
// G
dans Sp(Xet), G est flasque si et seulement si E et F le sont. Ainsi,
en utilisant la localisation ( 2.2 ), la continuite´ ( 2.2 ) et une re´currence
noethe´rienne on peut supposer que X = SpecK, est le spectre d’un corps.
Lemme 2.5 Soit K →֒ L une extension galoisienne de corps, et H son
groupe de galois. Soit F un champ alge´brique sur K, et FL := F ×SpecK SpecL,
muni de l’action de H induite. Alors le morphisme naturel
G(F )Q −→ holimHG(FL)Q
est un isomorphisme dans HoSp.
Preuve: Comme H est un groupe fini, et que les spectres sont a`
coefficients rationnels, le lemme est e´quivalent au fait que le morphisme
naturel
q∗ : G∗(F )Q −→ G∗(FL)
H
Q
est un isomorphisme. Mais d’apre`s la formule de projection ( 2.2 (9) )
pour la projection q : FL −→ F , un inverse de q∗ est
1
m
q∗, ou` m est
l’ordre de H . ✷
D’apre`s le lemme, p∗GQ posse`de la proprie´te´ de descente pour tout
recouvrement dans (SpecK)et qui est de la forme SpecL −→ SpecK,
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pour une extension galoisienne L/K. Mais comme tout morphisme cou-
vrant de (SpecK)et posse`de une section apre`s un changement de base de
cette forme, le pre´faisceau en spectres p∗GQ est flasque sur (SpecK)et. ✷
Corollaire 2.6 1. Soit F un champ alge´brique, F −→ X un 1-morphisme
vers un espace alge´brique, et Y −→ X un fibre´ principal homoge`ne
sous un groupe fini H. Notons p : FY := F ×X Y −→ F son im-
age re´ciproque sur F . Alors, il existe un diagramme commutatif
d’isomorphismes dans HoSp
hocolimHG(FY )Q
can //
p∗

holimHG(FY )Q
p∗
uukkkk
kkk
kkk
kkk
kk
G(F )Q
2. Si F est un champ de Deligne-Mumford re´gulier, et p : F −→M la
projection sur son espace de modules, alors il existe un isomorphisme
naturel dans HoSp
H(Met, p∗K⊗Q) ≃ G(F )Q
Preuve: (1) Comme H est fini, on sait que pour toute action de H
sur un Q-espace vectoriel V , le morphisme naturel VH −→ V H , des co-
invariants vers les invariants, est un isomorphisme. Ceci implique que le
morphisme can du corollaire est un isomorphisme.
Il suffit ensuite de remarquer que p∗ ◦ p∗ = ×m, avec m l’ordre de
H . Or une application du the´ore`me 2.4 au morphisme F −→ X , et au
recouvrement e´tale Y −→ X , montre que
p∗ : G(F )Q −→ H(Y/X, f∗GQ)
est un isomorphisme. Mais le membre de droite est canoniquement iso-
morphe dans HoSp a` holimHG(FY )Q.
(2) Conside´rons les morphismes naturels de HoSp
G(F )Q
a //H(Met, p∗GQ) H(Met, p∗KQ)
boo
Le the´ore`me 2.4 implique que a est un isomorphisme. Localement sur
Met, on a F ≃ [X/H ], avec H un groupe fini ope´rant sur un sche´ma
re´gulier X ( 1.17 ). Mais dans ce cas, on sait que le morphisme naturel
K([X/H ]) −→ G([X/H ])
est un isomorphisme dans HoSp ( [Th2, 5.3] ). Ce qui montre que le
morphisme
p∗KQ −→ p∗GQ
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est une e´quivalence faible sur Met, et donc que b est un isomorphisme
dans HoSp. ✷
Remarques:
• Il est en ge´ne´ral faux queGQ soit flasque sur Fli. Un exemple simple
est celui de F = [SpecK/H ], avec H un groupe fini ( 1.2 ).
• Un cas d’application important du pre´ce´dent the´ore`me est celui ou` F
est localement un quotient affine ge´ome´trique uniforme ( par exem-
ple un champ de Deligne-Mumford ), et p : F −→ M la projection
naturelle sur l’espace de modules. En effet dans ce cas le the´ore`me
nous permet de localiser sur Met, et donc de ramener certaines sit-
uations au cas ou` F = [X/H ] est un quotient par un groupe affine.
2.2.2 Descente covariante
Dans ce paragraphe on conside´rera des ”champs simpliciaux aug-
mente´s”. Comme ces objets ne sont pas re´ellement des objets simplici-
aux strictement augmente´s, mais seulement ”augmente´s a` isomorphismes
pre`s”, nous allons commencer par fixer le vocabulaire pour e´viter les con-
fusions.
De´finition 2.7 1. Soit F un champ alge´brique. On de´finit la 1-cate´gorie
quotient des champs sur F , Ch/F , par
• les objets de Ch/F sont les 1-morphismes
u : F ′ −→ F
• un morphisme entre u : F ′ −→ F et v : F ′′ −→ F , est un
couple (f, h), ou` f est un 1-morphisme entre F ′′ et F ′, et h un
2-morphisme entre u ◦ f et v.
2. Un champ simplicial augmente´ vers un champ alge´brique F , est un
objet simplicial de Ch/F .
Remarque: Si on conside`re les champs comme des cate´gories fibre´es
( donc, en particulier, comme des cate´gories ), un champ simplicial aug-
mente´ vers F donne lieu a` un pseudo-foncteur covariant
F• : ∆
op −→ Cat
En particulier, si chaque 1-morphisme de transition est propre et de di-
mension cohomologique finie sur F , on peut en prendre l’image par le
pseudo-foncteur covariant Coh, et obtenir un ∆op-pseudo-diagramme de
cate´gories
Coh(F•) : ∆
op −→ Cat
[n] 7→ Coh(Fn)
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En conside´rant les cate´gories de complexes de O-modules acycliques et a`
cohomologie cohe´rente et borne´e, on en de´duit un ∆op-pseudo-diagramme
( covariant ) de cate´gories bi-compliciales de Waldhausen ( 6.3 ). Par les
proce´de´s de strictification 6.3, on en de´duit un ∆op-diagramme dans Sp
G : ∆op −→ Sp
[m] 7→ G(Fm)
On posera alors
G(F•) := hocolim[n]∈∆opG(Fn)
De plus, l’augmentation de F• vers F induit un pseudo-morphisme de F•
vers le champ simplicial augmente´ constant F . Et donc, un morphisme
dans HoSp ( 6.3 )
G(F•) −→ G(F )
De meˆme, si f : F −→ F ′ est un 1-morphisme de champs, q : F• −→ F et
q′ : F ′• −→ F
′ deux champs simpliciaux augmente´s, et f• : F• −→ F ′• un
morphisme de champs simpliciaux augmente´s sur F ′, propre sur chaque
Fm, alors on trouve un diagramme commutatif dans HoSp
G(F•)
(f•)∗ //
q∗

G(F ′•)
q′∗

G(F )
f∗
//G(F ′)
Soit f : F0 −→ F un 1-morphisme propre de champs alge´briques. Son
nerf est le champ alge´brique simplicial augmente´ sur F , N (F/F ), de´fini
par
N (F/F ) : ∆ −→ ChAlg(S)
[m] 7→ F0 ×F F0 · · · ×F F0︸ ︷︷ ︸
m fois
De´finition 2.8 Le spectre G(N (F/F )) sera note´ G(F/F ).
De la meˆme fac¸on, si f est repre´sentable, on de´finit les spectres de
G-cohomologie relatifs
G(F0/F ) := hocolim[n]∈∆opG(N (F/F )n)
Comme la construction pre´ce´dente est fonctorielle, elle garde un sens
au niveau des cate´gories homotopiques. Ainsi, si f : F0 −→ F est un mor-
phisme propre et de dimension cohomologique finie dans HoChAlg(S),
on dispose des spectres G(F/F ), et G(F0/F ) dans le cas ou` f est
repre´sentable, munis de morphismes dans HoSp
f∗ : G(F/F ) −→ G(F )
f∗ : G(F0/F ) −→ G(F )
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The´ore`me 2.9 1. Soit f : X −→ F un morphisme propre et surjectif
de champs alge´briques, avec F de Deligne-Mumford et X un espace
alge´brique. Alors le morphisme naturel
f∗ : G(X/F ) −→ G(F )
est un isomorphisme.
2. Soit f : F0 −→ F une quasi-enveloppe de Chow de dimension coho-
mologique finie. Alors le morphisme naturel
f∗ : G(F/F )Q −→ G(F )Q
est un isomorphisme.
Preuve: (1) En utilisant la localisation ( 2.2 ), la continuite´ ( 2.2 ),
et une re´currence noethe´rienne, on peut se ramener au cas ou` F est une
gerbe sur un corps K. De plus, comme les colimites homotopiques com-
mutent entre elles, une utilisation du corollaire 2.3 nous rame`ne au cas
ou` K est se´parablement clos, et donc au cas ou` F est une gerbe triviale,
borne´e par un groupe fini H .
Formons le diagramme carte´sien
SpecK // F
Y
g
OO
//X
f
OO
Il nous permet de construire un diagramme commutatif
hocolimHG(SpecK) //G(F )
hocolimHG(Y/SpecK) //
g∗
OO
G(X/F )
f∗
OO
La formule de projection ( 2.2 ) implique que les fle`ches horizontales sont
des isomorphismes. Il reste donc a` montrer que g∗ est un isomorphisme.
Comme les colimites homotopiques pre´servent les e´quivalences faibles, il
suffit de montrer que
g∗ : G(Y/SpecK) −→ G(SpecK)
est un isomorphisme.
Soit L/K une extension purement inse´parable, telle que Y posse`de un
point rationnel sur L. Posons YL = Y ×SpecK SpecL. Alors, on sait que
les morphismes
G(YL) −→ G(Y )
G(SpecL) −→ G(SpecK)
49
sont des isomorphismes ( [Q, 4.7] ). On peut donc supposer que Y posse`de
un point rationnel sur K. Mais dans ce cas, la section s : SpecK −→ Y ,
induit un inverse homotopique de g∗ ( [G3, 4.1 (I)] ).
(2) Comme pour le point (1), on peut se ramener au cas ou` F est
une gerbe sur un corps se´parablement clos K. Comme, par de´finition
des quasi-enveloppes de Chow, le morphisme F0 −→ F dispose alors
d’une section apre`s un changement de base par une extension purement
inse´parable de K, on peut supposer que
F0 = F ×SpecK SpecL −→ F
ou` L/K est purement inse´parable.
Dans ce cas on a un isomorphisme
N (F/F ) ≃ F ×SpecK N (SpecL/SpecK)
De plus, N (SpecL/SpecK)red est isomorphe au champ simplicial con-
stant SpecL. Par invariance topologique, il faut donc montrer que
f∗ : G(F)Q −→ G(F )Q
est un isomorphisme.
Or la formule de projection ( 2.2 ) implique que f∗ ◦ f ∗ = ×m, ou` m
est le degre´ de L sur K.
Conside´rons le carre´ carte´sien
F0
f // F
F0 ×F F0 p
//
q
OO
F0
f
OO
Comme L/K est purement inse´parable, la section diagonale a : F0 −→ F0 ×F F0,
est une immersion nilpotente. En particulier a∗ : G(F)Q −→ G(F ×F F)Q
est un isomorphisme (2.2 ). Ainsi, p∗ = q∗ = (a∗)
−1. Un autre application
de la formule de projection implique alors que p∗ = q∗ = m× a∗.
Le transfert implique alors que
f ∗ ◦ f∗ = q∗ ◦ p∗
= m× (a∗)−1 ◦ a∗
= ×m
Ainsi, f∗ ◦ f ∗ = ×m, et f ∗ ◦ f∗ = ×m. Donc f∗ : G(F)Q −→ G(F ) est
un isomorphisme. ✷
Corollaire 2.10 1. Pour toute hyper-quasi-enveloppe de Chow ( 1.19 )
p : F• −→ F
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le morphisme naturel
G(F•)Q −→ G(F )Q
est un isomorphisme dans HoSp.
2. Le foncteur covariant
G : (HoChAlg(S), pr.rep.) −→ HoSp
F 7→ G(F )
s’e´tend en un foncteur covariant
G : (HoChAlgDM(S), pr.) −→ HoSp
F 7→ G(F )
ou` (HoChAlgDM(S), pr.) est la sous-cate´gorie des champs alge´briques
de Deligne-Mumford et morphismes propres. Ce foncteur ve´rifie en-
core les formule de transfert et de projection pour des morphismes
non-ne´cessairement repre´sentables.
De plus, si F est de Deligne-Mumford, et p : F −→M la projection
sur son espace de modules, alors
p∗ : G(F ) −→ G(M) ≃ G(M)Q
est un isomorphisme.
3. Si S = SpecK, avec K un corps de caracte´ristique nulle, alors le
foncteur pre´ce´dent s’e´tend en un foncteur covariant
G : (HoChAlgaff(S), pr.) −→ HoSp
F 7→ G(F )
ou` (HoChAlgaff (S), pr.) est la sous-cate´gorie des champs alge´briques
∆-affines, et morphismes propres.
Preuve: (1) Il suffit d’appliquer un raisonnement analogue a` celui fait
dans [G3, 4.1].
(2) Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre de champs de Deligne-
Mumford. D’apre`s [Vi2, 2.6], il existe un espace alge´brique X , et un
morphisme propre et surjectif p : X −→ F . On de´finit alors f∗ par le
diagramme commutatif dans HoSp suivant
G(X/F )
(f◦p)∗
%%KK
KK
KK
KK
KK
G(F )
f∗
//
(p∗)−1
OO
G(F ′)
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Comme le produit fibre´ de deux morphismes propres et surjectifs est
encore un morphisme propre et surjectif, on ve´rifie aise´ment que f∗ ne
de´pend pas du choix du morphisme p : X −→ F , ve´rifie la formule de
transfert et de projection, et de´fini bien un foncteur covariant. Pour
un choix fixe´ de X −→ F , on dispose en re´alite´ d’un morphisme dans
HoSp(F ′li)
f∗ : Rf∗GQ −→ GQ
Soit p : F −→ M la projection d’un champ de Deligne-Mumford sur
son espace de modules, et montrons que p∗ est un isomorphisme.
Par invariance topologique, on peut supposer que F etM sont re´duits.
Conside´rons le morphisme
f∗ : Rf∗GQ −→ GQ
surMli, et montrons que c’est une e´quivalence faible. Comme localement
sur Met, F est un quotient par un groupe fini, on peut se restreindre au
cas ou` F = [X/H ], avec H un groupe fini ope´rant sur un sche´ma re´duit
X .
On conside`re alors le morphisme propre et surjectif q : X −→ F . On
a alors un isomorphisme
q∗ : hocolimHG(X) ≃ G(X/F )
Il reste a` montrer que le morphisme induit par la projection r : X −→ X/H
r∗ : hocolimHG(X) −→ G(X/H)
est un isomorphisme. Ce qui est e´quivalent au lemme suivant
Lemme 2.11 Soit X un sche´ma, et H un groupe fini ope´rant sur X.
Alors le morphisme naturel p : X −→ X/H induit un isomorphisme
p∗ : (G∗(X))H −→ G∗(X/H)
Preuve: On peut clairement supposer que H ope`re fide`lement, et
que X est re´duit. En utilisant alors la localisation ( 2.2 ), on se rame`ne
au cas ou` l’action de H est libre sur X . Le lemme provient alors de 2.3. ✷
On vient de voir que f∗ : Rf∗GQ −→ GQ est un isomorphisme dans
HoSp(Mli). Il induit donc un isomorphisme dans HoSp
f∗ : H(Mli,Rf∗GQ) ≃ G(F ) −→ H(Mli, GQ) ≃ G(M)
✷
(3) Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre de champs alge´briques ∆-
affines. Pour chaque U −→ F ′ lisse, avec U un espace alge´brique, f−1(U)
est un champ alge´brique ∆-affine, et propre sur U . En particulier, il est
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se´pare´, donc de Deligne-Mumford ( 1.3.1 ). Ainsi, f∗F de´termine un
champ en champs de Deligne-Mumford sur Fli, avec morphismes de re-
striction lisses et repre´sentables.
Rappelons que (Ch/F ′) de´signe la cate´gorie des 1-morphismes vers F ′,
dans laquelle un morphisme de f : F1 −→ F ′ vers g : F2 −→ F ′ est une
paire compose´e d’un 1-morphisme u : F1 −→ F2 et d’un 2-morphisme
de g ◦ u vers f . De meˆme, nous noterons (Esp/F ′) la sous-cate´gorie de
(Ch/F ′) des espaces alge´briques sur F ′.
Soit CModaccoh la cate´gorie cofibre´e des complexes de O-modules acy-
cliques, a` cohomologie borne´e et cohe´rente, sur le site (Esp/F ′, li)li des
espaces alge´briques sur F ′ et morphismes lisses. Par strictification, on
peut associer a` cette cate´gorie cofibre´e un pre´faisceau en cate´gories bi-
compliciales de Waldhausen sur (Esp/F ′, li)li ( qui sera encore note´
CModaccoh ), et ve´rifiant les hypothe`ses suivantes :
• Pour tout morphisme propre de Esp/F ′, f : X −→ Y , il existe un
foncteur ”exact”
f∗ : CMod
ac
coh(X) −→ CMod
ac
coh(Y )
• Pour toute paire de morphismes propres f : X −→ Y et g : Y −→ Z
d’espaces alge´briques sur F ′, on a une e´galite´ de foncteurs
(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : CMod
ac
coh(X) −→ CMod
ac
coh(Z)
• Pour tout diagramme carte´sien d’espaces alge´briques sur F ′
Y ′
f ′ //
u′

X ′
u

Y
f
// X
avec f propre et u lisse, une e´galite´ de foncteurs
u∗ ◦ f∗ = f
′
∗ ◦ (u
′)∗ : CModaccoh(Y ) −→ CMod
ac
coh(X
′)
• Pour tout objet X de Esp/F ′, il existe une e´quivalence faible dans
Sp, compatible avec les images re´ciproques, et les images directes
K(CModaccoh(X)) ≃ G(X)
On pourra donc supposer que X 7→ G(X)Q, ou` X ∈ Ob(Esp/F ′), est
un foncteur strict pour les images re´ciproques de morphismes lisses et
pour les images directes de morphismes propres, et qui ve´rifie de plus la
formule de transfert strictement.
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En clair, si on note (Esp/F ′, pr.) la cate´gorie des espaces alge´briques
sur F ′ et morphismes propres, on a construit un foncteur covariant
(Esp/F ′, pr.) 7→ Sp(F ′li)
(p : X → F ′) 7→ p∗G
Pour tout champ de Deligne-Mumford F0 sur F
′, nous noterons Pr(F0)
la cate´gorie des 1-morphismes propres et surjectifs p : X −→ F0 avec X
un sche´ma ( un morphisme entre p : X −→ F0 et q : Y −→ F0 e´tant la
donne´e d’un morphisme f : X −→ Y et d’un 2-morphisme entre q ◦ f et
p ). Le the´ore`me 2.9 (1), et la descente 2.2 (5) impliquent qu’il existe un
isomorphisme naturel dans HoSp
hocolimX∈Pr(F0)G(X/F)Q −→ G(F)Q
De plus, la proprie´te´ universelle des colimites homotopique, et la formule
de transfert ( stricte ) pour G montrent que si u : F ′0 −→ F0 est un
1-morphisme lisse et repre´sentable de champs sur F ′, il existe un mor-
phisme naturel
u∗ : hocolimX∈Pr(F0)G(X/F)Q −→ hocolimX′∈Pr(F ′)G(X
′/F ′)Q
qui fait de U 7→ hocolimX∈Pr(f−1(U)G(X/f
−(U))Q un foncteur con-
travariant de F ′li vers Sp. L’isomorphisme pre´ce´dent montre alors qu’il ex-
iste un isomorphisme dansHoSp(F ′li) entre f∗G et U 7→ hocolimX∈Pr(f−1(U))G(X/f
−(U))Q.
De plus, ce foncteur est naturellement muni d’une augmentation
hocolimX∈Pr(f−1(U))G(X/f
−(U))Q −→ G(U)Q
donne´ par les images directes. Ainsi, cette augmentation de´finit un mor-
phisme dans HoSp(F ′li)
f∗ : Rf∗GQ −→ GQ
En passant a` la cohomologie, on obtient le morphisme cherche´ dansHoSp
f∗ : G(F ) −→ G(F
′)
On ve´rifie aise´ment que ces images directes sont fonctorielles, ve´rifient les
proprie´te´s de transfert et de projection, et e´tendent les images directes
pour les champs de Deligne-Mumford. ✷
Remarque: Au cours de la preuve du point (3), nous avons de´fini un
foncteur covariant
(Esp/F ′, pr.) 7→ Sp(F ′li)
(p : X → F ′) 7→ p∗G
Il est a` noter, que c’est cette forme de covariance renforce´e que nous
imposerons par la suite aux the´ories cohomologiques utilise´es ( 3.1, 3 ).
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2.3 The´ore`mes de de´vissage de la G-the´orie
2.3.1 Cas des champs de Deligne-Mumford
Rappelons que pour un champ F , nous avons de´fini son champ des
ramifications IF , muni de sa projection canonique ( 1.10 )
πF : IF −→ F
Remarquons que si F est repre´sente´ par un pre´faisceau en groupoides,
alors IF est canoniquement e´quivalent au pre´faisceau en groupoide ΩF ,
dont le groupoide des sections au-dessus d’un S-espace alge´brique X est
de´fini par :
• Les objets de ΩF sont les couples (s, h), avec s ∈ ObF (X), et
h ∈ HomF (X)(s, s).
• Les fle`ches entre (s, h) et (s′, h′) sont les fle`ches u ∈ HomF (X)(s, s
′),
telle que u−1.h′.u = h.
De´finition 2.12 Soit F un S-champ de Deligne-Mumford. On de´finit
son champ des ramifications mode´re´es I tF , comme le sous-champ de IF
forme´ des objets (s, h) ∈ ObF (X)× Aut(s), avec h d’ordre premier aux
caracte´ristiques de S.
Nous dirons alors que F et mode´re´ sur S si I tF = IF .
Remarquons que si F est un champ de Deligne-Mumford, alors tous
les automorphismes des objets de F sont d’ordre fini. Ainsi, la de´finition
pre´ce´dente a un sens. De plus, I tF est un sous-champ ouvert et ferme´ de
IF .
Un champ F de Deligne-Mumford est mode´re´ sur son espace de mod-
ules, si et seulement si pour tout point x ∈ |F |, l’ordre de ramification
de F en x ( 1.19 ) est premier avec la caracte´ristique du corps re´siduel
k(x).
Par de´finition meˆme, le faisceau sur (I tF )et repre´sente´ par IItF −→ I
t
F ,
posse`de une section canonique
S : I tF −→ IItF
qui a` un objet (s, h) ∈ I tF (X) au-dessus d’un espace alge´brique X , asso-
cie l’automorphisme h : s ≃ s, qui ve´rifie bien h−1.h.h = h.
Nous noterons µt∞ le faisceau sur (Esp/S)et, qui a` un S-espace alge´brique
X associe le sous-groupe de O∗X(X) des e´le´ments de torsion, dont l’ordre
est premier aux caracte´ristiques de S. On dispose alors d’un faisceau en
Q-alge`bres
Q[µt∞] : (Esp/S)et −→ Q− alg
X 7→ Q[µt∞(X)]
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Si H est un groupe cyclique d’ordre fini, on peut choisir un isomorphisme
Q[H ] ≃
Q[X ]
Xm − 
ou` m est l’ordre de H . On e´crit alors
Xm − 1 =
∏
d|m
φd(X)
ou` φd(X) est le d-e`me polynoˆme cyclotomique. Le noyau du quotient de
Q[H ] correspondant a` la projection naturelle
Q[X ]
Xn − 1
−→
Q[X ]
φm(X)
,
sera note´e IH . Il est inde´pendant de l’isomorphisme choisi entre Q[H ] et
Q[X]
Xm−1
. On notera alors
Q(H) :=
Q[H ]
IH
.
De plus, si H →֒ H ′ est un homomorphisme injectif de groupes cycliques,
alors le morphisme naturel
Q[H ] −→ Q[H ′]
induit un morphisme de Q-alge`bres entre Q(H) et Q(H ′).
En appliquant cette construction aux faisceaux µm des racines
m-e`me de l’unite´ sur (Esp/S)et, on peut de´finir un faisceau enQ-alge`bres
Q(µm). On passe alors a` la limite inductive sur les entiers m premiers
avec les caracte´ristiques de S, et on obtient un faisceau de Q-alge`bres
sur (Esp/S)et
Λ : (Esp/S)et −→ Q− alg
X 7→ colimmQ(µm(X))
C’est une alge`bre quotient de l’alge`bre de groupes Q[µt∞]. On dispose
donc d’une projection naturelle
Q[µt∞] −→ Λ
Dans le cas ou` S = Speck, avec k un corps contenant les racines de
l’unite´, on peut choisir un plongement ( non canonique )
µt∞(Speck) →֒ µ∞(C)
Ceci nous permet alors de de´finir un plongement ( non canonique )
Λ = Q(µt∞(k)) →֒ Q
ab →֒ C
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ou` Qab est la cloˆture abe´lienne de Q, vue comme un faisceau constant
sur (Esp/S)et.
Comme il est explique´ dans l’appendice, il existe des objets K ⊗Λ et
G ⊗ Λ dans HoSp((I tF )et). Le premier est un objet en Q-alge`bres dans
HoSp((I tF )et), et le second est un objet en K ⊗ Λ-modules.
A l’aide de ces notations on va de´finir la K-cohomologie ”a` coefficients
dans les repre´sentations”. Le choix de la terminologie sera explique´ au
cours du chapitre suivant.
De´finition 2.13 Soit F un champ de Deligne-Mumford. La K-cohomologie
et la G-cohomologie a` coefficients dans les repre´sentations sont de´finies
par
Krep(F ) := H((I tF )et, K ⊗ Λ)
Grep(F ) := H((I tF )et, G⊗ Λ)
Des proprie´te´s des foncteurs K et G ( 2.2 ) on tire imme´diatement la
proposition suivante.
Proposition 2.14 La correspondance F 7→ Krep(F ) est un foncteur
contravariant de la sous-cate´gorie de HoChAlg(S) des champs de Deligne-
Mumford vers les Q-alge`bres de HoSp.
La correspondance F 7→ Grep(F ) est un foncteur covariant de la
sous-cate´gorie de HoChAlg(S) des champs de Deligne-Mumford et mor-
phismes propres, vers HoSp. C’est aussi un foncteur contravariant pour
les morphismes e´tales repre´sentables. De plus, on a les proprie´te´s suiv-
antes
1. pour tout champ F de Deligne-Mumford, Grep(F ) est un
Krep(F )-module. Si f : F ′ −→ F est un morphisme propre, x ∈ Krep∗ (F )
et y ∈ Grep∗ (F
′), alors
f∗(f
∗(x).y) = x.f∗(y)
2. si le carre´ suivant est carte´sien
G′
q //
v

F ′
u

G p
// F
avec p propre, et u e´tale, alors
q∗ ◦ v
∗ = u∗ ◦ p∗
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3. si j : F ′ →֒ F est une immersion ferme´e, et i : U →֒ F l’immersion
comple´mentaire, alors il existe un triangle fonctoriel dans HoSp
Grep(F ′)
j∗
&&MM
MM
MM
MM
MM
Grep(U)
−1
88qqqqqqqqqq
Grep(F )i
∗
oo
4. si p : T → F est un torseur sous un fibre´ vectoriel V sur F , alors
le morphisme naturel
p∗ : Gχ(F ) −→ Gχ(V )
est un isomorphisme.
Preuve Il suffit d’appliquer les proprie´te´s des foncteurs K et G au
cas des champs I tF . ✷
Remarque: D’apre`s les proprie´te´s rappele´es en appendice ( 6.4 ), si
µ∞ est un faisceau constant sur I
t
F ( on dira dans ce cas que ”S contient
les racines de l’unite´” ), on a un isomorphisme canonique
Krep(F ) ≃ K(I tF )⊗ Λ(I
t
F )
Comme, Λ est le sous-corps de Qab engendre´ par les racines de l’unite´
d’ordre premier aux caracte´ristiques de S, on a
Krep∗ (F ) →֒ K∗(I
t
F )⊗Q
ab
The´ore`me 2.15 Soit F un champ de Deligne-Mumford.
1. Il existe un morphisme de spectres en anneaux
φF : K(F ) −→ K
rep(F )
qui est fonctoriel pour les images re´ciproques.
2. Si de plus, S est d’e´gales caracte´ristiques et contient les racines de
l’unite´, et F est re´gulier alors le morphisme induit
φF : G(F )⊗ Λ(S)⊗Q −→ G
rep(F )
est un isomorphisme.
Preuve: (1) Soit ζ ∈ µt∞(I
t
F ) une section globale. Commenc¸ons par
de´finir un foncteur exact
Fζ : V ect(I
t
F ) −→ V ect(I
t
F )
Soit V ∈ V ect(I tF ), un fibre´ vectoriel sur I
t
F . Il est de´fini par les donne´es
suivantes :
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• Pour tout S-espace alge´brique X , et tout objet (s, h) de I tF (X), un
fibre´ vectoriel V(s,h) sur X .
• Pour tout couple (s, h) ∈ Ob(I tF (X)), (s
′, h′) ∈ Ob(I tF (Y )), tout
morphisme f : Y −→ X de S-espaces alge´briques, et tout isomor-
phisme H : f ∗(s, h) ≃ (s′, h′), un isomorphisme de fibre´s vectoriels
sur Y
φf,H : f
∗V(s,h) ≃ V(s′,h′)
• Pour tout couple de morphismes de S-espaces alge´briques
Z
g // Y
f // X
tout objet (s, h) ∈ Ob(I tF (X)), (s
′, h′) ∈ Ob(I tF (Y )), et (s
′′, h′′) ∈ Ob(I tF (Z)),
et tout isomorphismeH1 : f
∗(s, h) ≃ (s′, h′), etH2 : g
∗(s′, h′) ≃ (s′′, h′′),
une e´galite´
g∗φf,H1 ◦ φg,H2 = φf◦g,g∗H1◦H2
En particulier, comme pour tout objet (s, h) ∈ I tF (X), h ∈ HomF (X)(s, s),
de´finit un isomorphisme h : (s, h) −→ (s, h) dans I tF (X), le fibre´ vectoriel
V(s,h) sur X est muni d’une action du groupe cyclique < h >, engendre´
par h dans HomF (X)(s, s). Par hypothe`se sur l’ordre de h, cette action
se diagonalise canoniquement
V(s,h) ≃ V
(ζ)
(s,h)
⊕
W(s,h)
ou` V
(ζ)
(s,h), est le sous-fibre´ ou` h ope`re par multiplication par ζ .
De plus, pour tout couple (s, h) ∈ Ob(I tF (X)), (s
′, h′) ∈ Ob(I tF (Y )),
tout morphisme f : Y −→ X de S-espaces alge´briques, et tout isomor-
phisme H : f ∗(s, h) −→ (s′, h′), φf,H commute avec les actions de < h >
et < h′ >. Il induit donc des isomorphismes
φζf,H : f
∗V
(ζ)
(s,h) −→ V
(ζ)
(s′,h′)
La condition de cocycle pour φ induit alors une condition de cocycle pour
chaque φζ . Ainsi, la donne´e de V
(ζ)
(s,h), pour chaque (s, h) ∈ Ob(I
t
F ), et des
cocycles φζ , de´finissent un fibre´ vectoriel V (ζ) sur I tF .
Ce fibre´ vectoriel V (ζ), est aussi le sous-fibre´ de V sur lequel la section
canonique S : I tF −→ IItF ope`re par multiplication par ζ .
Posons alors
Fζ : V ect(I
t
F ) −→ V ect(I
t
F )
V 7→ V (ζ)
Pour chaque ζ ∈ µt∞, Fζ est un foncteur exact. On peut conside´rer la
somme directe de ces foncteurs
F : Vect(I tF ) −→
⊕
µt∞(I
t
F
)Vect(I
t
F )
V 7→ ⊕ζ∈µt∞(ItF )V
(ζ)
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Nous noterons
⊕
µ∞
Vect le champ associe´ a` la cate´gorie fibre´e
(I tF )et −→ Cat
U 7→
⊕
µ∞(U)
Vect(U)
On peut alors ve´rifier que le foncteur F se localise sur (I tF )et, et induit
un morphisme sur les champs en cate´gories exactes sur (I tF )et
F : Vect −→
⊕
µt∞
Vect
Nous faisons ici remarquer au lecteur que la cate´gorie cofibre´e
⊕
µt∞
Vect
n’est ge´ne´ralement pas un champ. Ce morphisme induit donc un mor-
phisme dans HoSp((I tF )et)
F : K −→ K(
⊕
µt∞
Vect)
Or, d’apre`s 6.16 (4), on sait que
K(
⊕
µt∞
Vect)Q ≃ K ⊗Q[µ
t
∞]
dans HoSp((I tF )et).
On compose alors avec les deux morphismes canoniques
Q[µt∞] −→ Λ
can : K(I tF ) −→ K(I
t
F )
pour obtenir le morphisme cherche´
F : K(I tF ) −→ K
rep(F )
Posons alors
φF = F ◦ π
∗
F : K(F ) −→ K
rep(F )
Ce morphisme est clairement fonctoriel en F pour les images re´ciproques.
La compatibilite´ avec les produits, provient du fait que F est un mor-
phisme de champs en cate´gories tensorielles. Ce qui peut se ve´rifier lo-
calement sur (IF )et a` l’aide de l’isomorphisme naturel de foncteurs
Fζ(−⊗−) ≃
⊕
η.η′=ζ
Fη(−)⊗ Fη′(−)
Remarquons que le morphisme au niveaux des cate´gories cofibre´es
Vect −→
⊕
µt∞
Vect
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ne pre´serve pas le produit tensoriel en ge´ne´ral ( prendre par exemple
S = SpecR, et F = BZ/ ).
(2) Comme S ”contient les racines de l’unite´”, on a ( 6.16 (5) )
Grep(F ) ≃ G(I tF )⊗ Λ(S)
Soit p : F −→ M l’espace de modules de F . D’apre`s 2.4, pour montrer
que le morphisme φF induit une e´quivalence faible en Gthe´orie, on peut
remplacer M par un recouvrement e´tale. Ainsi, 1.17 nous permet de
supposer que F est un champ quotient [X/H ], avec X un S-sche´ma
re´gulier d’e´gales caracte´ristiques, et H un groupe fini ope´rant sur X . On
sait alors que I tF est e´quivalent a` [X/H ], ou`
X := {(x, h) ∈ X ×H/h.x = x et h d′ordre premier avec carS}
Ainsi
G∗(I
t
F ) ≃
⊕
h∈H o(h) premier avec carS
G∗(X
h)Z(h)
avec Xh le sous-sche´ma des points fixes de h, et Z(h) le centralisateur
de h dans H .
Mais alors le morphisme
φF : G∗(F )⊗ Λ(S) −→
⊕
h∈c(H) o(h) premier avec carS
G∗(X
h)Z(h) ⊗ Λ(S)
est celui de´fini dans [Vi, Th. 1]. On sait alors que c’est un isomorphisme.
✷
Notons que le foncteur F de´fini au cours de la preuve du point (1),
existe plus ge´ne´ralement sur la cate´gorie des OIt
F
-modules. De plus, il
est exact et pre´serve la cohe´rence, la quasi-cohe´rence, et la proprie´te´
d’eˆtre acyclique. La construction est rigoureusement la meˆme. Il suffit
de se rappeler que l’action d’un groupe diagonalisable sur un O-module
se diagonalise canoniquement.
Corollaire 2.16 Soit F un champ alge´brique de Deligne-Mumford re´gulier,
avec S d’e´gales caracte´ristiques et contenant les racines de l’unite´. Soit
IM l’espace de modules de I tF . Alors, il existe un isomorphisme de Λ(I
t
F )-
modules
G(F )⊗ Λ(S) −→ G(IM)⊗ Λ(S)
Preuve: Il suffit de composer le 2.15 (2) avec 2.10. ✷
Remarque: Notons que cet isomorphisme est compose´ de deux isomor-
phismes, dont l’un pre´serve les images re´ciproques, et l’autre les images
directes. Ainsi, l’isomorphisme pre´ce´dent n’est pas fonctoriel en ge´ne´ral.
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Une version covariante, ainsi qu’une extension aux cas des champs avec
singularite´s, seront donne´es comme conse´quences des the´ore`mes de Grothendieck-
Riemann-Roch.
Dans le cas ou` le faisceau µt∞ est constant sur S ( i.e. ”S contient les
racines de l’unite´” ), on peut choisir un plongement
µt∞ →֒ µ∞(C)
Dans ce cas laQ-alge`bre Λ(S) s’identifie a` un sous-corps deQab, la cloˆture
abe´lienne de Q. Ainsi, le corollaire pre´ce´dent donne un isomorphisme
G∗(F )⊗Q
ab −→ G∗(IM)⊗Q
ab
2.3.2 K-the´orie a` coefficients dans les caracte`res
Nous venons de voir que pour un champ de Deligne-Mumford F , les
spectres de G-the´orie sont approximables ( et meˆme calculables, apre`s
extension des coefficients et dans le cas re´gulier ) par la G-cohomologie du
champ I tF . Une ge´ne´ralisation directe de ses re´sultats pose quelques dif-
ficulte´s. Nous proposons dans ce paragraphe une approche dont les ide´es
sont proches de celles du paragraphe pre´ce´dent. Cependant, meˆme dans
le cas des champs qui posse`dent des quotients ge´ome´triques uniformes
affines sur un corps de caracte´ristique nulle, cette dernie`re me´thode ne
permet pas d’obtenir des re´sultats analogues a` 2.16.
Soit X un S-espace alge´brique, et H −→ X un X-espace alge´brique
en groupes. Par abus de notations, nous dirons que H est de type
multiplicatif, s’il est de type multiplicatif et de type fini sur X ( donc
quasi-isotrivial d’apre`s [SGA 3 II, X 4.5] ). Avant tout rappelons que
si H −→ X est un X-espace alge´brique en groupes affine et lisse sur X ,
alors le foncteur
TH : Esp/X −→ Ens
Y 7→ TH(Y )
ou` TH(Y ) est l’ensemble des sous-groupes de type multiplicatif de
HY := H×XY , est repre´sentable ( localement de type fini ), et lisse sur X
( [SGA 3 II, XI 4.1] ). De plus, si H ′ −→ H est un sous-groupe ferme´,
alors TH −→ TH′ repre´sentable par une immersion ferme´e ( [SGA 3 II,
XI 4.3] ).
De´finition 2.17 1. Soit F un champ alge´brique. Nous de´finissons le
champ des sous-groupes de type multiplicatif de F
DF : Esp/S −→ Gpd
X 7→ DF (X)
ou` DF (X) est le groupoide dont les objets sont les couples (s,D),
avec s ∈ ObF (X), et D un sous-groupe de type multiplicatif ferme´
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de AutX(s), et un isomorphisme entre (s,D) et (s
′, D′) est donne´
par un isomorphisme u : s ≃ s′ dans F (X), tel que u−1.D′.u = D.
2. Nous de´finissons le champ des caracte`res de F
X∗F : (Esp/S) −→ Gpd
X 7→ X∗F (X)
ou` X∗F (X) est le groupoide des triplets (s,D, χ), avec (s,D) ∈ ObDF (X),
et χ ∈ HomGp/X(D,Gm) un caracte`re de D. Un morphisme de
(s,D, χ) vers (s′, D′, χ′) est un morphisme u : (s,D) −→ (s′, D′)
dans DF (X), tel que u
−1.χ′.u = χ.
D’apre`s [SGA 3 II, IX 6.8], si f : H −→ H ′ est un morphisme de
X-espaces alge´briques en groupes affines sur X , et D →֒ H un sous-
groupe de type multiplicatif, le morphisme induit D −→ H ′ se factorise
canoniquement en
D // D′
j // H
ou` D′ est de type multiplicatif, et j une immersion ferme´e. Ainsi, on
dispose d’une application f∗ qui envoie sous-groupes de type multiplicatif
de H vers sous-groupes de type multiplicatif de H ′. Ceci permet de voir
que F 7→ DF est fonctoriel.
Il est clair que ces de´finitions passent a` la cate´gorie homotopique. On
peut donc de´finir le foncteur suivant
DF : HoChAlg(S) −→ HoCh(S)
F 7→ DF
De plus, si f : F −→ F ′ est un morphisme repre´sentable de champs, il
existe un morphisme naturel
X∗(f) : X∗F −→ X
∗
F ′
En effet, si f est repre´sentable, pour chaque section s ∈ ObF (X), et
s′ = f(s) ∈ ObF ′(X), le morphisme induit
AutX(s) −→ AutX(s
′)
est une immersion. Ainsi, si D est un sous-groupe de type multiplicatif
de AutX(s), et χ ∈ X∗(D), l’image de (s,D, χ) par f est par de´finition
(f(s), D, χ), ou` D est vu comme sous-groupe de AutX(f(s)).
Proposition 2.18 Soit F un champ alge´brique tel que, pour chaque ob-
jet s ∈ ObF (X) au-dessus d’un S-espace alge´brique X, le X-espace
alge´brique en groupes AutX(s) soit localement sur Xet, un sous-groupe
ferme´ d’un X-espace alge´brique en groupes affine et lisse sur X ( par
exemple F est un localement un quotient affine ). Alors le champ DF est
un champ alge´brique, localement de type fini sur F .
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Preuve: Il nous suffit de de´montrer que
DF −→ F
est repre´sentable par une re´union disjointe de champs alge`briques de
type fini sur F . Comme DF est re´union disjointe des sous-champs D
M
F ,
parame´trisants les sous-groupes de types constants e´gaux a` M , ou` M
parcourt l’ensemble d’isomorphie des groupes abe´liens de type fini, il
suffit de montrer que chaque DMF est alge´brique et de type fini sur F .
Il faut donc montrer que pour chaque 1-morphisme s : X −→ F ,
avec X repre´sentable, le champ DMF ×F X est un espace alge´brique
de type fini sur X . Conside´rons ce champ comme un champ sur X .
Son groupoide des sections au-dessus de f : Y −→ X , est forme´ des
triplets (t, D, h), ou` (t, D) ∈ ObDMF (Y ), et h est un 2-morphisme entre
s ◦ f et t. Par le morphisme de groupoides (t, D, h) 7→ h−1.D.h, il est
e´quivalent au groupoide discret des sous-groupes de type multiplicatif de
type M de f ∗AutX(s) −→ Y . Ainsi, DMF ×F X est e´quivalent au fonc-
teur T M(AutX(s)) des sous-groupes de type multiplicatif de AutX(s),
de types constants e´gaux a` M ( [SGA 3 II, IX 1.4] ). Mais d’apre`s
l’hypothe`se, on sait que ce foncteur est repre´sentable par un X-espace
alge´brique de type fini sur X . ✷
Corollaire 2.19 Si F est un champ alge´brique ve´rifiant l’hypothe`se de
la proposition pre´ce´dente. Alors le morphisme naturel
X∗F −→ F
est repre´sentable.
Preuve: D’apre`s la proposition, il suffit de montrer que
X∗F −→ DF
est repre´sentable. Montrons que X∗F −→ DF est un champ constant
tordu quasi-isotrivial ( au sens de [SGA 3 II, X 7] ).
On peut se restreindre au-dessus d’une composante DMF , et supposer
que les types des sous-groupes de type multiplicatif sont constants e´gaux
a` M .
Soit X un espace alge´brique, et X −→ DMF une section, correspon-
dant a` l’objet (s,D) ∈ ObDMF . Ainsi, D est un sous-groupe de type
multiplicatif de AutX(s). Son faisceau des caracte`re HomGp/X(D,Gm),
est un faisceau constant tordu quasi-isotrivial sur X , dont les fibres sont
isomorphes au sche´ma discret M . Il est donc repre´sentable par un espace
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alge´brique constant tordu quasi-isotrivial X∗(D) −→ X . Comme cet es-
pace alge´brique repre´sente le champ X∗F ×DF X , il vient que X
∗
F −→ DF
est un champ constant tordu quasi-isotrivial. ✷
La proposition et le corollaire pre´ce´dents permettent de donner un
sens aux foncteurs suivants
D : HoChAlg′(S) −→ HoChAlg(S)
F 7→ DF
X∗ : (HoChAlg′(S), rep.) −→ HoChAlg(S)
F 7→ X∗F
ou` HoChAlg′(S) ( resp. (HoChAlg′(S), rep.) ) est la sous-cate´gorie
pleine de HoAlgCh(S) des champs ve´rifiant l’hypothe`se de la propo-
sition ( resp. et morphismes repre´sentables. ), et HoChAlg(S) celle des
champs alge´briques locamenent de type fini sur S.
Remarquons aussi, que si F ′ →֒ F est une immersion localement
ferme´e, alors les diagrammes suivants sont carte´siens
DF ′ //

DF

X∗F ′ //

X∗F

F ′ // F F ′ // F
Il est assez difficile de de´crire DF en fonction de F en toute ge´ne´ralite´.
Par contre, la proposition suivante donne une description locale du mor-
phisme induitDf : DF −→ DF ′, lorsque f est un morphisme repre´sentable.
Proposition 2.20 Soit f : F −→ F ′ un morphisme repre´sentable de
champs alge´briques, et Df : DF −→ DF ′ le morphisme induit.
Soit (s,D) : X −→ DF ′ un 1-morphisme, avec X un espace alge´brique,
correspondant a` un sous-groupe de type multiplicatif
D →֒ AutX(s)
et a` un 1-morphisme s : X −→ F . Notons Z = X ×DF ′ DF , et
X ′ = X ×F ′ F . Alors il existe un isomorphisme canonique entre Z et
(X ′)D, le sous-espace des points fixes de X ′ par l’action de D, induite
par celle de AutX(s) sur X
′.
Preuve: C’est une ve´rification imme´diate a` l’aide des de´finitions. ✷
Par construction, on dispose du groupe de type multiplicatif uni-
versel, DF −→ DF . C’est un champ en groupes de type multiplicatif
sur DF , tel que pour toute section au-dessus d’un espace alge´brique
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(s,D) : X −→ DF , X ×DF DF ≃ D comme X-espace alge´brique
en groupes. On peut alors de´finir le faisceau des caracte`res universels
X ∗F : (Esp/DF )li −→ Ab
X → DF 7→ HomGp/X(DF ×DF X,Gm)
De fac¸on plus explicite, si (s,D) : X −→ DF est une section au-dessus
de X , correspondant au sous-groupe D →֒ AutX(s), alors
X ∗F (X) = HomGp/X(D,Gm)
C’est aussi le faisceau sur (Esp/DF )li repre´sente´ par le morphismeX
∗
F −→ DF .
Pour tout groupe abe´lien de type finiM , nous noteronsK[[M ]] l’anneau
K[M ] localise´ le long du syste`me multiplicatif engendre´ par les e´le´ments
de la forme 1−m, ou` m ∈M .
De´finition 2.21 • La Q-alge`bre Q[[X ∗(F )]] est note´e AF .
• La K-cohomologie d’un champ F , a` coefficients dans les caracte`res,
est de´finie par
Kχ(F ) := H(DF , K ⊗AF )
ou` l’on prend la cohomologie dans la cate´gorie Sp((Esp/DF )li).
La G-cohomologie d’un champ F , a` coefficients dans les caracte`res,
est de´finie par
Gχ(F ) := H((DF )li, G⊗AF )
ou` l’on prend la cohomologie dans la cate´gorie Sp((DF )li).
Notons que Kχ(F ) est muni naturellement d’une structure d’alge`bre,
qui est le produit tensoriel des produits sur K et sur Q[[X ∗F ]] ( 6.4 ). De
meˆme, Gχ(F ) est un Kχ(F )-module.
Proposition 2.22 La correspondance F 7→ Kχ(F ) est un foncteur con-
travariant de HoChAlg′(S) vers les anneaux de HoSp.
La correspondance F 7→ Gχ(F ) est un foncteur covariant de (HoChAlg′(S), pr.rep.),
la sous-cate´gorie de champs alge´briques et morphismes propres repre´sentables,
vers celle des groupes abe´liens. C’est aussi un foncteur contravariant
pour les morphismes e´tales repre´sentables. De plus, on a les proprie´te´s
suivantes
1. pour tout champ F , Gχ(F ) est un Kχ(F )-module. Si f : F ′ −→ F
est un morphisme propre, x ∈ Kχ∗ (F ) et y ∈ G
χ
∗ (F
′), alors
f∗(f
∗(x).y) = x.f∗(y)
2. si le carre´ suivant est carte´sien
G′
q //
v

F ′
u

G p
// F
66
avec p propre, et u e´tale, alors
q∗ ◦ v
∗ = u∗ ◦ p∗
3. si j : F ′ →֒ F est une immersion ferme´e, et i : U →֒ F l’immersion
comple´mentaire, alors il existe un triangle fonctoriel dans HoSp
Gχ(F ′)
j∗
%%K
KK
KK
KK
KK
Gχ(U)
−1
99sssssssss
Gχ(F )
i∗oo
4. si p : T → F est un torseur sous un fibre´ vectoriel V sur F , alors
le morphisme naturel
p∗ : Gχ(F ) −→ Gχ(V )
est un isomorphisme.
Preuve: Commenc¸ons par les fonctorialite´s.
Soit f : F −→ F ′ un morphisme de champs de HoChAlg′(S). Il existe
un morphisme de restriction des caracte`res
Resf : Df
∗X ∗F ′ −→ X
∗
F
ou` Df : DF −→ DF ′ est le morphisme induit par f . Il est de´fini de
la fac¸on suivante. Une section de Df ∗X ∗(F ′) au-dessus d’un espace
alge´brique X , est la donne´e d’une section (s,D) ∈ ObDF (X), d’une sec-
tion (s′, D′, χ′) ∈ ObXF ′(X), et d’un isomorphisme u ∈ IsomX(f(s), s
′),
tel que u−1.Df(D).u = D′. On pose alors
Resf (s,D, χ
′) := u.χ′.u−1 ◦ f : D →֒ Df(D) −→ Gm
Ce morphisme induit donc un morphisme d’alge`bres
Resf : Q[[Df
∗X ∗F ′]] = Df
∗AF −→ AF
On dispose ainsi d’un morphisme dans HoSp(Esp/DF )
Id⊗ Resf : K ⊗Df
∗AF ′ −→ K ⊗AF
En prenant l’image par RDf∗ : HoSp(Esp/DF ) −→ HoSp(Esp/DF ′),
on obtient un morphisme dans HoSp(Esp/DF ′)
RDf∗(K)⊗AF ′ −→ RDf∗(K ⊗AF )
que l’on compose avec les images re´ciproques pour K
K ⊗AF ′
Df∗⊗Id//RDf∗(K)⊗AF ′ //RDf∗(K ⊗AF )
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En prenant les sections globales sur DF ′, on trouve
f ∗ : Kχ(F ′) −→ Kχ(F )
Il est clair que cette construction est naturelle pour la composition, et
pre´serve la structure d’anneau.
Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre et repre´sentable. Il induit
alors un morphisme naturel Indf : XF −→ XF , et donc un morphisme
d’alge`bres
Indf : AF −→ Df
∗AF ′
et donc
Id⊗ Indf : G⊗AF −→ G⊗Df
∗AF ′
En en prenant l’image directe par Df
RDf∗(G⊗AF ) −→ RDf∗G⊗AF ′
et en composant avec les images directes pour GQ
RDf∗GQ −→ GQ
on obtient un morphisme dans HoSp((DF ′)li)
Df∗ : RDf∗(G⊗AF ) −→ G⊗AF ′
et donc le morphisme cherche´ sur les sections globales
f∗ : G
χ(F ) −→ Gχ(F ′)
Il est aussi clair que cette construction est naturelle pour la composition.
Passons a` la de´monstration des points (1) a` (4).
Une remarque ge´ne´rale qui nous sera utile, est que lorsque f : F −→ F ′
est repre´sentable, le morphisme de restriction
Resf : Df
∗AF ′ −→ AF
est un isomorphisme, et Indf = (Resf)
−1.
Les points (1) et (2) se de´duisent directement de la formule de projec-
tion 2.2, et du fait que Resf = Ind
−1
f pour un morphisme repre´sentable.
(3) Comme le diagramme suivant est carte´sien
DF ′
Dj //

DF

DU
Dioo

F ′ j
// F U
ioo
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on a un triangle dans HoSp((DF )li)
j∗G
j∗
  B
BB
BB
BB
B
i∗G
−1
<<zzzzzzzz
Gi
∗
oo
qui induit un triangle apre`s tensorisation par AF ( car AF est plat sur
Z )
j∗G⊗AF
j∗
&&NN
NN
NN
NN
NN
N
i∗G⊗AF
−1
77ooooooooooo
G⊗AF
i∗oo
Or
Indj : Rj∗(G⊗AF ′) ≃ j∗G⊗AF
Resi : i
∗G⊗AF ≃ i
∗(G⊗AU)
Ainsi, le triangle pre´ce´dent induit un triangle sur la cohomologie
Gχ(F ′)
j∗
%%K
KK
KK
KK
KK
Gχ(U)
−1
99sssssssss
Gχ(F )
i∗oo
(4) Commenc¸ons par montrer que Dp : DT −→ DF est encore un
torseur sous un fibre´ vectoriel. Soit (s,D) : X −→ DF une section, avec
X un espace alge´brique, correspondant au sous-groupe D →֒ AutX(s).
Alors DV ×DF X est e´quivalent a` l’espace V
D
X des points fixes de l’action
de D sur la restriction VX , de V sur X ( 2.20 ). Or V
D
X est un sous-
fibre´ vectoriel de VX . Ceci montre que DV est un sous-fibre´ vectoriel de
V ×F DF . De plus, DT e´tant un torseur sous DV , c’est encore un torseur
affine sur DF .
On sait alors que ( 2.2 )
Dp∗ : G −→ RDp∗G
est une e´quivalence faible, et donc
Dp∗ ⊗ Id : G⊗AF ′ −→ RDp∗G⊗AF ′
aussi. Mais
RDp∗G⊗AF ′ ≃ RDp∗(G⊗Dp
∗AF ′)
et comme la restriction Resf : Dp
∗AF ′ −→ AF est un isomorphisme, on
obtient bien que
f ∗ = Dp∗ ⊗ Resf : G⊗AF ′ −→ RDp∗(G⊗Dp
∗AF ′) ≃ RDp∗(G⊗AF )
est un isomorphisme. ✷
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The´ore`me 2.23 Soit F un champ alge´brique de HoChAlg′(S). Alors,
il existe un morphisme d’alge`bres dans HoSp
χF : K(F ) −→ K
χ(F )
qui est compatible avec les images re´ciproques.
Preuve: Comme il existe un morphisme naturel d’alge`bresQ[X ∗F ] −→ AF ,
il suffit de construire un morphisme
K(F ) −→ H(DF , KQ ⊗Q[X
∗
F ])
Construisons un foncteur exact
ρ : Vect(DF ) −→
⊕
X ∗
F
(DF )
Vect(DF )
Si V est un fibre´ vectoriel sur DF , il est canoniquement muni d’une action
du groupe de type multiplicatif universel DF →֒ IDF . Pour cette action,
V se de´compose en somme de sous-fibre´s propres
V ≃
⊕
χ∈X ∗
F
(DF )
V (χ)
⊕
W
ou` V (χ) est le sous-fibre´ de V sur lequel DF ope`re par multiplication
par χ ∈ HomGp/DF (DF ,Gm). Le foncteur exact V 7→
⊕
χ∈X ∗
F
(DF )
V (χ)
se localise sur (DF )li, et induit un morphisme de champs en cate´gories
exactes sur (DF )li
ρ : Vect −→
⊕
X ∗
F
Vect
Remarquons qu’il se passe ici le meˆme phe´nome`ne que dans la preuve de
2.23, a` savoir que la cate´gorie cofibre´e
U 7→
⊕
X ∗
F
(U)
Vect(U)
n’est pas un champ sur (DF )li. Nous mettons en garde le lecteur que
la notation
⊕
X ∗
F
Vect fait re´fe´rence au champ associe´ a` cette cate´gorie
cofibre´e.
En termes de cocycles, les fibre´s V (χ) sont construits de la fac¸on suiv-
ante.
Le fibre´ V sur DF est de´fini par les donne´e suivantes :
• Pour chaque espace alge´briqueX , et chaque section (s,D) ∈ ObDF (X),
un fibre´ vectoriel V(s,D) sur X .
• Pour chaque morphisme d’espaces alge´briques f : Y −→ X , chaque
couple de sections (s,D) ∈ ObDF (X), (s
′, D′) ∈ ObDF (Y ), et
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chaque isomorphisme u : f ∗(s,D) ≃ (s′, D′) dans DF (Y ), un iso-
morphisme de fibre´s vectoriels
φf,u : f
∗V(s,D) ≃ V(s′,D′)
• Pour tout couple de morphismes d’espaces alge´briques
Z
g // Y
f // X
tout objet (s,D) ∈ ObDF (X), (s′, D′) ∈ ObDF (Y ), et (s′′, D′′) ∈ ObDF (Z),
et tous isomorphismes u1 : f
∗(s,D) ≃ (s′, D′), et u2 : g∗(s′, D′) ≃ (s′′, D′′),
une e´galite´
g∗φf,u1 ◦ φg,u2 = φf◦g,g∗u1◦u2
Ainsi, chaque V(s,D) sur X , est muni d’une action line´aire du sous-groupe
D. Comme D est de type multiplicatif, cette action se diagonalise
V(s,D) ≃
⊕
χ∈X∗(D)
V
(χ)
(s,D)
⊕
W(s,D)
ou` X∗(D) = HomGp/X(D,Gm) est le groupe des caracte`res de D, et
V (χ) le sous-fibre´ de V sur lequel D ope`re par multiplication par χ.
Alors, pour chaque morphisme f : Y −→ X , chaque couple de sec-
tions (s,D) ∈ ObDF (X), (s′, D′) ∈ ObDF (Y ), et chaque isomorphisme
u : f ∗(s,D) ≃ (s′, D′) dans DF (Y ), l’isomorphisme φf,u pre´serve cette
de´composition, et induit donc un isomorphisme
φf,u : f
∗V
(χ)
(s,D) ≃ V
(χ)
(s′,D′)
Ces isomorphismes ve´rifient e´videmment la condition de cocycles, et per-
mettent donc de recoller les V
(χ)
(s,D) en un fibre´ vectoriel sur DF , note´ V
(χ).
Par le morphisme canonique 1.6 applique´ a` la K-the´orie a` coefficients
dans
⊕
X ∗
F
Vect, le morphisme ρ induit un morphisme de spectres
ρ : K(DF ) −→ H(DF , K) −→ H(DF , K(
⊕
X ∗
F
V
¯
ect) ≃ H(DF ,
⊕
X ∗
F
K) −→ H(DF , K⊗Q[X
∗
F ])
et en composant avec le morphisme naturel Q[X ∗F ] →֒ AF
ρ : K(DF ) −→ K
χ(F )
On de´finit alors
χF : K(F )
d∗
F //K(DF )
ρ //Kχ(F )
ou` dF : DF −→ F est la projection.
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Pour finir, la compatibilite´ avec le produit provient du fait que ρ est un
foncteur de champs en cate´gories tensorielles. Ce qui se ve´rifie localement
sur (DF )li, a` l’aide de la formule
(V ⊗W )(χ) ≃
⊕
χ1.χ2=χ
V (χ1) ⊗W (χ2)
Remarquons qu’ici aussi, le morphisme ρ preserve la structure tensorielle
car nous avons conside´re´ le champ
⊕
X ∗
F
Vect, et non la cate´gorie cofibre´e
U 7→
⊕
X ∗
F
(U)Vect(U). ✷
Remarque: Lorsque le morphisme pF : DF −→ F est de Tor-dimension
finie, on peut de´finir une image re´ciproque
d∗F : G(F ) −→ G(DF )
La meˆme construction que pre´ce´demment, donne e´galement un mor-
phisme
ρ : G(DF ) −→ G
χ(F )
Ce morphisme sera utilise´ dans le cas des ”champs bien ramifie´s” ( 3.9 ),
pour de´montrer une formule de Riemann-Roch. Notons alors que les deux
constructions sont compatibles pour le morphisme naturelVect −→ Coh.
Une fois de plus, la construction du foncteur ρ garde un sens dans le
cadre plus ge´ne´ral des ODF -modules.
Exemple: Soit k un corps alge´briquement clos, S = Speck, H un
groupe alge´brique affine et lisse ope´rant sur un sche´ma X , et F = [X/H ].
Notons A l’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de type
multiplicatif deH , et fixons pour chaque a ∈ A, un repre´sentantDa →֒ H .
Notons Ma le groupe des caracte`res de H , et Na le normalisateur de Da
dans H . Alors Na ope`re par conjugaison sur Ma, et par l’action induite
surXa, le sous-sche´ma des points fixes deDa. Alors on a des e´quivalences
X∗(F ) ≃
∐
a∈A
[Xa ×Ma/Na]
DF ≃
∐
a∈A
[Xa/Na]
Ceci provient du fait que le sche´ma des sous-groupes de type multiplicatif
de H , est la re´union disjointes de ses orbites sous l’action de H par
conjugaison ( voir la preuve de [SGA 3 II, XII 5.5] ). Ainsi
K
χ
0 (F ) ≃
⊕
a∈A
H([Xa/Na], K ⊗Q[[Ma]])
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et le morphisme
χF : K(F ) −→
⊕
a∈A
H([Xa/Na], K ⊗Q[[Ma]])
induit un morphisme
K(F ) −→ (
⊕
a∈A
K(X
a)⊗Q[[Ma]])
Na
qui est la somme des morphismes resa, de´crits dans [C-G, 5.11]. Ainsi, le
the´ore`me pre´ce´dent est une globalisation du morphisme de localisation
en K-the´orie e´quivariante.
Pour finir, nous allons montrer que l’on peut aussi ge´ne´raliser le the´ore`me
de de´vissage des champs de Deligne-Mumford au cas des champs alge´briques
ve´rifiant l’hypothe`se de la proposition 2.18. Comme les ide´es et les
preuves sont tout a` fait analogues, nous nous contenterons d’une bre`ve
description.
De´finition 2.24 Soit F un champ alge´brique. On de´finit le champ I t,fF ,
des automorphismes d’ordre fini et non-ramifie´s, comme le sous-champ
de IF forme´ des couples (s, h), ou` h est d’ordre fini et premier aux car-
acte´ristiques de S.
En clair, le champ I t,fF est de´fini par le pre´faisceau en groupoides,
dont la valeur sur un espace alge´brique X est le groupoide des couples
(s, h), avec s ∈ ObF (X), et h ∈ AutF (X)(s) est d’ordre fini, premier aux
caracte´ristiques de S.
Lemme 2.25 Si F est dans HoChAlg(S)′ ( i.e. satisfait a` l’hypothe`se
de la proposition 2.18 ), alors le champ I t,fF est alge´brique, et la projection
naturelle
πF : I
t,f
F −→ F
est repre´sentable.
Preuve: On conside`re le morphisme naturel
p : I t,fF −→ DF
qui a` une section (s, h) au-dessus de X , associe la section (s, < h >) de
DF , ou` < h > est le sous-sche´ma en groupe de AutX(s) engendre´ par h.
Il est clair que ce morphisme est repre´sentable, fini et e´tale. En effet, si
(s,D) est une section de DF au-dessus de X , I
t,f
F ×DF X est vide si D
n’est pas fini sur X , et un D-torseur sinon.
Comme d’apre`s 2.18, DF est repre´sentable, I
f,t
F aussi. ✷
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Remarque: On peut aussi de´montrer ce lemme en remarquant que I t,fF
est un sous-champ ouvert et ferme´ de DF .
De´finition 2.26 Soit F un champ de HoChAlg(S)′. On de´finit sa
K-cohomologie et sa G-cohomologie a` coefficients dans les repre´sentations
par
Krep(F ) := H(I t,fF , K ⊗ Λ)
Grep(F ) := H((I t,fF )li, G⊗ Λ)
La meˆme construction que celle de´crite dans 2.15 donne alors le the´ore`me
suivant.
The´ore`me 2.27 Soit F un champ de HoChAlg(S)′. Alors il existe un
morphisme d’anneaux dansHoSp, et fonctoriels pour les images re´ciproques
φF : K(F ) −→ K
rep(F )
2.3.3 De´vissage des gerbes re´ductives
Bien que l’on ne sache pas de´montrer de re´sultats analogues a` 2.15
pour le cas des champs d’Artin, il existe un re´sultat pour les gerbes
borne´e par des groupes re´ductifs.
Rappelons que tout sche´ma constant tordu quasi-isotrivial sur un
sche´ma normal, est isotrivial ( c’est un corollaire de [SGA 3 II, X 5.13] )
( i.e. trivial apre`s un changement de base e´tale et fini ).
Soit X un espace alge´brique normal, et H −→ X un espace alge´brique
en groupes re´ductifs ( [SGA 3 III, XIX 2.7] ). On se propose de ”cal-
culer” G(F )Q, ou` F est une gerbe sur X borne´e par H .
Pour cela nous construisons l’espace des caracte`res de F . Sans perte
de ge´ne´ralite´ on pourra supposer X connexe. Soit r le rang re´ductif de H .
Notons T max(F ) le sous-champ ouvert et ferme´ de DF des sous-groupes
de type multiplicatif de type Zr. Ainsi, T max(F ) est le ”champ des tores
maximaux de F”. Nous noterons X∗,maxF = X
∗
F ×DF T
max(F ).
Lemme 2.28 Le champ X∗,maxF est une gerbe borne´e par H, sur un es-
pace alge´brique MX∗F , tel que la projection naturelle
p :MX∗F −→ X
fasse deMX∗F un espace constant tordu et quasi-isotrivial sur X ( [SGA 3 II,
X 7] ).
De plus, pour tout point ge´ome´trique x de X, la fibre de p au-dessus
de x s’identifie a` l’ensemble des caracte`res invariants par conjugaison,
d’un tore maximal de Hx ⊗ k(x)
sp.
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Preuve: Comme ceci est local surXet, il suffit de traiter le cas ou` F est
une gerbe triviale borne´e parH . On peut aussi supposer que H admet un
tore maximal T →֒ H , diagonalisable sur X . Alors X∗,maxF est e´quivalent
au quotient [(H/N (T)) × Zr/H ] ( ou` N (T) est le normalisateur de T
dans H ) ou encore au quotient [X × Zr/H ], ou` H ope`re sur Zr par
conjugaison a` travers l’identification
HomGp/X(T,Gm) ≃ Z
r
✷
The´ore`me 2.29 Soit Z(H) le centre de H. Si la classe de´finie par F
dans H2et(X,Z(H)) est de torsion, alors il existe un isomorphisme dans
HoSp
ψF : G(F )Q ≃ G(MX
∗
F )Q
Preuve: Le principe de la de´monstration consiste a construire f :
Y −→ X , une normalisation de X dans une extension galoisienne de
K(X). Alors d’apre`s le the´ore`me de descente on a
f ∗ : G(F )Q ≃ G(FY )
Gal
Q
ou` Gal est le groupe de galois de Y sur X , et FY = F ×X Y . De plus,
comme le carre´ suivant est carte´sien
Y
f //X
Tmax(FY )
OO
// Tmax(F )
OO
on a aussi
f ∗ : G(MX∗F )Q ≃ G(MX
∗
(FY )
)GalQ
On construira alors ψF a` l’aide de ψFY et du carre´ commutatif
G(F )Q
f∗

ψF //G(MX∗F )Q
f∗

G(FY )Q ψFY
//G(MX∗(FY ))Q
Il suffira pour cela de ve´rifier que la construction est compatible avec les
changements de bases e´tales.
Comme X est normal, il existe un reveˆtement galoisien Y −→ X , tel
que le sche´ma en groupes OutX(H), soit constant sur Y ( [SGA 3 III,
XXIV 4.16] et [SGA 3 III, XXIV 1.3 (ii)] ). Par l’argument ci-dessus,
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on peut donc supposer que le sche´ma des automorphismes exte´rieurs,
OutX(H) est constant sur X .
Soit Z(H) le centre de H . Comme H est re´ductif, alors Z(H) est un
groupe de type multiplicatif de type fini. Or comme X est normal, il
existe un reveˆtement galoisien Y −→ X , tel que la restriction de Z(H)
sur Y soit le produit direct d’un tore de´ploye´ et d’un groupe constant
fini. On peut donc aussi supposer que Z(H) ≃ (Gm/X)r×Z, avec Z un
groupe fini.
Soit a ∈ H1(Xet, OutX(H)) le lien de F ( [S2] ). Comme OutX(H)
est constant et X normal, toute classe dans H1(Xet, OutX(H)) devient
triviale apre`s un reveˆtement galoisien Y −→ X . Ainsi, on peut sup-
poser que F est de´termine´e par sa classe b ∈ H2(Xet, Z(H)) ( [S2] ),
qui est de torsion par hypothe`se. Elle provient donc d’un e´le´ment dans
H2et(Xet, µ
r
n × Z), correspondant a` une gerbe de groupe µ
n
n × Z sur Xet.
Etant un champ de Deligne Mumford, on sait qu’il existe un reveˆtement
ramifie´ galoisien Y −→ X , qui la trivialise. Ainsi, on peut supposer que
F ≃ X × BH .
Enfin, comme H est re´ductif sur X , qui est normal, le the´ore`me
d’isotrivialite´ ( [SGA 3 III, XXIV 4.16] ), permet de se ramener au
cas ou` H admet un tore maximal de´ploye´ sur H , que nous noterons alors
T →֒ H , et M son groupe des caracte`res.
Construisons un morphisme
χ : G(F ) −→ G(X ×M)W
ou` W est le groupe de Weil de T. On proce`de de la fac¸on suivante. En
choisissant une section de F −→ M , on peut identifier F a` un quotient
[M/H ], et donc Coh(F ) a` la cate´gorie des faisceaux cohe´rents sur M
munis d’une action de H . Nous noterons Coh(M,H) cette cate´gorie.
Par restriction, on dispose d’un foncteur exact
Res : Coh(M,H) −→ Coh(M,T)
De plus le groupe W ope`re par automorphismes inte´rieurs sur T, et
donc sur la cate´gorie Coh(M,T). Le foncteur de restriction Res de-
vient alors une pseudo-transformation naturelle de W -pseudo-foncteurs,
Coh(M,H) e´tant vu comme un diagramme trivial. Par les proce´de´s de
strictification 6.3, on en de´duit un morphisme de spectres de K-the´orie
G(F ) −→ holimWG(BT×X) =: G(BT×X)
W
Or, on sait que la cate´gorie Coh(BT×X) est canoniquement e´quivalent
a` la cate´gorie
⊕
M Coh(X). Ainsi, on a des isomorphismes canoniques
dans HoSp
G(BT×X)W ≃ (
∨
M
G(X))W ≃ Coh(X ×M)W
76
Mais, on sait que le morphisme r : X ×M −→ (X ×M)/W = MX∗F
induit un isomorphisme
r∗ : G(MX∗F )Q ≃ G(X ×M)
W
Q
Ainsi, on a construit le morphisme cherche´
ψF : G(F )Q −→ G(MX
∗
F )Q
Par construction, ce morphisme est clairement compatible aux change-
ments de base e´tales sur X . Ainsi, l’existence de ψF est de´montre´e. Pour
voir que c’est une e´quivalence faible, une localisation sur Xet ( 2.4 ),
permet de se ramener au cas ou` F est triviale, et H posse`de un tore
maximal de´ploye´. On utilise alors une localisation sur X ( 2.2 ), et un
raisonnement par re´currence noethe´rienne, pour ce ramener au cas ou`
X = Speck, le spectre d’un corps. Par une autre application de la de-
scente ( 2.4 ), on peut aussi supposer que k est se´parablement clos. Et
comme une extension purement inse´parable induit un isomorphisme en
G-the´orie rationnelle, on peut meˆme supposer que k est alge´briquement
clos.
Alors, la cate´gorie Coh(F ) est semi-simple, car H est re´ductif. De
plus, comme k est alge´briquement clos, l’anneau des endomorphismes
d’un objet simple est isomorphe a` k. On sait alors que
G(F )Q ≃
∨
S(Coh(F ))
G(Speck)Q
ou` S(Coh(F )) est l’ensemble des classes d’isomorphie d’objets simples
de Coh(F ). Ceci implique, que le morphisme de Kunneth
G(F )⊗Gq(Speck) −→ Gq(F )
est un isomorphisme. On se rame`ne donc a` de´montrer que
ch : G(F )Q −→ Q[M ]W
x 7→ ch(x)
qui a` une repre´sentation associe son caracte`re, est un isomorphisme. Ce
qui est bien connu. ✷
Remarquons que l’hypothe`se concernant la torsion de l’e´le´ment dans
H2et(X,Z(H)), est de torsion est ve´rifie´e lorsque X est lisse, on encore
lorsque H est semi-simple.
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3 Chapitre 3 : Cohomologie a` coefficients dans les
caracte`res et the´ore`mes de Grothendieck-Riemann-
Roch
Ce chapitre est consacre´ aux the´ore`mes de Riemann-Roch. On y
de´montre essentiellement deux types de formules, les formules de type
Lefschetz-Riemann-Roch, et celles de type Grothendieck-Riemann-Roch.
Dans le premier cas ( 3.16, 3.25 ), ces formules explicitent le com-
portement des morphismes de de´vissage ( 2.15, 2.23, 2.27 ), par rapport
aux images directes. Lorsque le champ est un quotient d’un sche´ma par
un automorphisme d’ordre fini, nous retrouvons la formule de Lefschetz-
Riemann-Roch de [B-F-M]. Plus ge´ne´ralement, si le champ est un quo-
tient par un sche´ma en groupes affine, nous retrouvons la formule des
traces de Lefschetz pour les faisceaux cohe´rents de´montre´e dans [Th3,
6.4]. Remarquons que lorsque l’on applique ces formules a` des sche´mas,
on trouve que l’identite´ commute avec les images directes, ce qui n’est
pas une grande de´couverte.
Les formules de Grothendieck-Riemann-Roch ( 3.21, 3.33 ), quant a`
elles, explicitent le comportement du caracte`re de Chern enK-cohomologie
par rapport aux images directes. Dans le cas ou` on les applique a`
des sche´mas, on retrouve les formules de Grothendieck-Riemann-Roch
de´montre´es dans [G, 4.1]. Cependant, applique´es au morphisme struc-
tural d’un champ alge´brique sur un corps, elles ne donnent pas de formule
de Hirzebruch-Riemann-Roch.
On peut alors dire que le cas le plus inte´ressant est lorsque l’on com-
pose les formules de Grothendieck-Riemann-Roch, avec celles de Lefschetz-
Riemann-Roch. On obtient, dans ce cas, le the´ore`me de Grothendieck-
Riemann-Roch sous sa forme finale ( 3.23, 3.36, 3.37 ), qui permet de
calculer des caracte´ristiques d’Euler de faisceaux cohe´rents, au moins
dans le cas des champs de Deligne-Mumford.
Notons que nous n’avons re´ussi a` de´montrer les the´ore`mes de Riemann-
Roch pour des morphismes non-repre´sentables de champs alge´briques
d’Artin, que dans le cas des champs qui admettent des quotients ge´ome´triques
uniformes. Cette restriction nous est impose´e par le manque de re´sultats
concernant les quasi-enveloppes de Chow de morphismes propres, ana-
logues a` 1.21 ( mais dans un cadre relatif ).
Notons aussi que le the´ore`me de Riemann-Roch est de´montre´ en toute
ge´ne´ralite´ en utilisant la cohomologie a` coefficients dans les repre´sentations,
et non celle a` coefficients dans les caracte`res. Il se trouve que cette
dernie`re n’est pas bien adapte´e au cas des morphismes non repre´sentables,
et que le the´ore`me serait faux, meˆme pour les cas les plus simples.
Bien que cela multiplie les notations et les e´nonce´s nous avons tenu a`
donner les formules pre´ce´dentes se´pare´ment avant de les composer, car les
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deux formules nous semblent se´pare´ment inte´ressantes. Le lecteur pourra
se convaincre par exemple de l’utilite´ de la formule de Grothendieck-
Riemann-Roch en K-cohomologie dans l’e´tude de la topologie orbifold
des champs de Deligne-Mumford ( 3.44 ).
3.1 Cohomologie des champs alge´briques
Nous commencerons ce chapitre par des pre´liminaires sur la coho-
mologie des champs alge´briques. Cela nous semble ne´cessaire, car nous
ne savons de´finir des images directes que sous certaines hypothe`ses con-
cernant la the´orie cohomologique utilise´e. Nous expliciterons donc de
quelles proprie´te´s nous avons besoin, et donnerons deux exemples de
the´orie cohomologique ve´rifiant ces hypothe`ses.
On supposera, sauf exception au paragraphe 3.2.3, que S = Speck,
avec k un corps.
3.1.1 The´orie cohomologique avec images directes
De´finition 3.1 Une the´orie cohomologique avec images directes est la
donne´e de :
1. Pour chaque entier i, un pre´faisceau en spectres sur (Esp/S)li Hi,
muni d’une structure de groupe abe´lien dans HoSp(S).
2. Des morphismes dans HoSp(S)
Hi ∧ Hj −→ Hi+j
qui font deH :=
∨
iH
i un anneau gradue´ commutatif dans HoSp(S).
3. Pour tout espace alge´brique lisse X, une structure de foncteur co-
variant
(Li/X, pr.) −→ (HXli)−mod
f : Y → X 7→ Rf∗H
ou` (Li/X, pr.) est la cate´gorie des X-espaces alge´briques lisses, et
fortement quasi-projectifs sur X avec morphismes propres, et (HXli)-mod
celle des objets en H-modules dans Sp(Xli). L’image d’un
X-morphisme
Z
u //
g
  @
@@
@@
@@
Y
f

X
sera note´e
u∗ : Rg∗(H) −→ Rf∗(H)
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Si de plus, u : Y −→ X est un morphisme propre d’espaces alge´briques
lisses et irre´ductibles, alors u∗ est gradue´ de degre´ d.p, ou` d est un
entier e´gal a` 1 ou` 2, et p = DimX −DimY .
4. Pour toute immersion ferme´e j : Y →֒ X d’espaces alge´briques
lisses, un triangle fonctoriel dans HoSp(Xli)
Rj∗(H)
j∗
##H
HH
HH
HH
HH
i∗H
−1
::uuuuuuuuu
H
i∗
oo
ou` i : X − Y →֒ X est l’immersion ouverte comple´mentaire.
5. Un morphisme dans HoSp(S)
C1 : BPic −→ H
d
[]
tel que si p : P(V ) −→ X est un fibre´ projectif associe´ a` un fibre´
vectoriel V de rang r + 1 sur X, et x = C1(O(P(V )), alors le
morphisme ∨i=r
i=0HXli −→ Rp∗H
∨ai 7→
∑
i p
∗(ai).x
i
est un isomorphisme dans HoSp(Xli).
Remarquons, qu’en dehors du point (3), ces axiomes sont ceux donne´s
dans [G, 2.1]. Le point (3) quant a` lui, est une covariance renforce´e,
qui n’est pas ve´rifie´e, a` priori, pour toutes les the´ories cohomologiques
habituelles cite´es dans [G, 1.4]. Nous connaissons essentiellement deux
exemples ve´rifiant ces axiomes.
Exemples:
• La the´orie de Gersten ( [G, 1.4] ):
Soit Ki : X 7→ Ki(X) le pre´faisceau du i-e`me groupe de K-the´orie
sur (Esp/S)li. On lui associe par la construction de Dold-Puppe un
pre´faisceau en spectres ( [Q2] )
Hi := K(Ki ⊗Z Q, i)
Pour montrer que cette the´orie ve´rifie (3), on utilise les re´solutions
de Gersten ( [G, 7.17] ).
Notons Ki −→ Ri la re´solution de Gersten de Ki sur (Esp/S, fl)li,
le site des S-espace alge´briques et morphismes plats. Soit
H′i := K(R
i ⊗Z Q, i)
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Alors, pour tout espace alge´brique lisse X , le morphisme induit
Hi −→ (H′i)
est une e´quivalence faible sur Xli. De plus, comme on a pris le com-
plexe Ri a` coefficients rationnels, le pre´faisceau H′i est flasque sur
Xli. Ainsi, pour tout morphisme f : Y −→ X , avec Y lisse, Rf∗H
est canoniquement isomorphe dans HoSp(Xli) a` f∗H′. Mais on sait
alors, que les images directes de morphismes propres sur H′ ve´rifient
les formules de transfert et de projection, elles permettent donc de
de´finir le foncteur cherche´ dans (3).
• La cohomologie de De Rham ( [H] ):
Supposons que k soit de caracte´ristique nulle. Posons alors
Hi := K(Ω, i)
ou` Ω est le complexe de De Rham sur (Esp/S)li de´fini dans [H].
Pour montrer que cette the´orie ve´rifie (3), on utilise les re´solutions
canoniques de [H, 2]. On conclut alors par la meˆme me´thode que
pre´ce´demment.
Pour la suite, on se fixe une the´orie cohomologique avec images di-
rectes. Si X est un espace alge´brique, la restriction de H sur le petit site
lisse Xli, sera note´e HX .
Si X est un espace alge´brique irre´ductible, on peut trouver d’apre`s
[Jo], une hyper-quasi-enveloppe de Chow
p : Z• −→ X
telle que chaque Zm soit lisse irre´ductible et quasi-projectif sur Speck.
En appliquant (3) au-dessus de Z0, on peut de´finir un spectre simplicial
H(Z•,H
i) : [m] 7→ H((Zm)li,H
i−dm)
ou` dm = DimZ0 −DimZm. Notons alors
H(Z/X,Hi) := hocolim∆opH(Z•,H
i)
et
H′i(X) := hocolimZ•∈HE(X)H(Z/X,H
i)
ou` la limite est prise sur la cate´gorie HE(X) des hyper-enveloppes de
Chow lisses et quasi-projectives sur Speck. Notons que les images directes
sur H ( 3.1 3 ) induisent des morphismes pour tout entier i
H′i(X) −→ H
i(X)
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Lemme 3.2 Si X est lisse, alors le morphisme naturel
H′i(X)Q −→ H
i(Xli,H)Q
est un isomorphisme dans HoSp.
De plus, la correspondance X 7→ H′i(X) est un pre´faisceau en spectres
sur (Esp/S, li), la cate´gorie des espaces alge´briques et morphismes lisses.
Si f : X −→ Y est un morphisme propre d’espaces alge´briques, alors
il existe un morphisme dans HoSp(Yli)
f∗ : f∗H
′
X −→ H
′
Y
compatible avec l’e´quivalence pre´ce´dente lorsque X et Y sont lisses, et f
fortement quasi-projectif.
Preuve: La premie`re partie se de´montre comme les the´ore`mes de
descente 2.4. La seconde assertion est une conse´quence directe de (3), et
de la proprie´te´ universelle des colimites homotopiques.
Soit f : X −→ Y un morphisme propre. On conside`re la cate´gorie
f ∗HE(Y ) forme´e des triplets (Z•, Z
′
•, u), ou` Z• est un objet de HE(X),
Z ′• un objet de HE(Y ), et u un morphisme de Z• vers f
−1Z ′• := Z
′
•×Y X
dans HE(X). Alors, par (3) on a un morphisme naturel
f∗ : hocolim(Z•,Z′•,u)∈f∗HE(Y )H(Z/X,H) −→ hocolimZ′•∈HE(Y )H(Z
′/Y,H) = H′(Y )
Or, comme toute objet f−1Z ′•, ou` Z
′
• ∈ HE(Y ), est domine´ par un objet
de HE(X), le morphisme naturel
a : hocolim(Z•,Z′•,u)∈f∗HE(Y )H(Z/X,H) −→ hocolimZ•∈HE(X)H(Z/X,H) = H
′(X)
est une e´quivalence faible. Comme cette construction est compatible avec
le changement de base par des morphismes lisses, on a donc construit un
diagramme dans HoSp(Yli)
hocolim(Z•,Z′•,u)∈f∗HE(Y )H(Z/X,H)X
a

f∗ //H′Y
f∗H′X
avec u un isomorphisme. Ceci de´finit donc de fac¸on unique un morphisme
dans HoSp(Yli)
f∗ : f∗H
′
X −→ H
′
Y
✷
De´finition 3.3 Soit F un champ alge´brique. On de´finit sa cohomologie
et son homologie par
Hp(F, q) := πdq−pH(Fli,H
q ⊗Q)
Hp(F, q) := πdq−pH(Fli,H
′
q ⊗Q)
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Les principales proprie´te´s sont re´pertorie´es dans la proposition suiv-
ante.
Proposition 3.4 La correspondance F 7→ H•(F, ∗) est un foncteur con-
travariant de HoChAlg(S) vers les Q-alge`bres commutatives bi-gradue´es.
La correspondance F 7→ H•(F, ∗) est un foncteur covariant de (HoChAlg(S), pr.rep.),
la sous-cate´gorie de champs alge´briques et morphismes propres repre´sentables,
vers celle des groupes abe´liens. C’est aussi un foncteur contravariant
pour les morphismes lisses et repre´sentables. De plus, on a les proprie´te´s
suivantes :
1. Pour tout champ F , H•(F, ∗) est un H•(F, ∗)-module bi-gradue´. Si
f : F ′ −→ F est un morphisme propre repre´sentable, x ∈ H•(F, ∗)
et y ∈ H•(F
′, ∗), alors
f∗(f
∗(x).y) = x.f∗(y)
2. Si F est lisse, il existe un isomorphisme de H•(F, ∗)-modules
pF : H
•(F, ∗) ≃ H•(F, ∗)
compatible avec les images re´ciproques et les produits.
3. Si le carre´ suivant est carte´sien
G′
q //
v

F ′
u

G p
// F
avec p propre repre´sentable, et u lisse et repre´sentable, alors
q∗ ◦ v
∗ = u∗ ◦ p∗
4. Si j : F ′ →֒ F est une immersion ferme´e, et i : U →֒ F l’immersion
comple´mentaire, alors il existe une suite exacte fonctorielle
. . . // H•(F
′, ∗)
j∗ // H•(F, ∗)
i∗ // H•(U, ∗) // . . .
5. Si p : V → F est un fibre´ vectoriel, alors le morphisme naturel
p∗ : H•(F, ∗) −→ H•(V, ∗)
est un isomorphisme.
6. Si p : P(V ) −→ F est la projection d’un fibre´ projectif associe´ a` un
fibre´ vectoriel V de rang r + 1, et si x = C1(OP ()) ∈ Hd(F, ),
alors le morphisme naturel⊕i=r
i=0H•(F, ∗) −→ H•(P, ∗)∑
i xi 7→
∑
xi.p∗(xi)
est un isomorphisme.
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Preuve: L’existence des images directes pour les morphismes propres
repre´sentables est une conse´quence directe du lemme 3.2. Toutes les
autres proprie´te´s se de´duisent alors aise´ment des axiomes 3.1. ✷
Il nous reste a` traiter le cas des images directes pour des morphismes
propres non-ne´cessairement repre´sentables. Pour cela, on utilise les meˆmes
arguments que 2.6, et on de´montre la proposition suivante.
Proposition 3.5 1. Le foncteur covariant
H•(−, ∗) : (HoChAlg(S), pr.rep.) −→ Ab
F 7→ H•(F, ∗)
s’e´tend en un foncteur covariant
H•(−, ∗) : (HoChAlgDM(S), pr.) −→ Ab
F 7→ H•(F, ∗)
ou` (HoChAlgDM(S), pr.) est la sous-cate´gorie des champs alge´briques
de Deligne-Mumford et morphismes propres. Ce foncteur ve´rifie en-
core les formules de transfert et de projection pour des morphismes
non-ne´cessairement repre´sentables.
De plus, si F est de Deligne-Mumford, et p : F −→M la projection
sur son espace de modules, alors
p∗ : H•(F, ∗) −→ H•(M, ∗)
est un isomorphisme.
2. Si S = SpecK, avec K un corps de caracte´ristique nulle, alors le
foncteur pre´ce´dent s’e´tend en un foncteur covariant
H•(−, ∗) : (HoChAlgaff (S), pr.) −→ Ab
F 7→ H•(F, ∗)
ou` (HoChAlgaff (S), pr.) est la sous-cate´gorie des champs alge´briques
∆-affines, et morphismes propres.
Terminons par la de´finition des classes caracte´ristiques.
Dans [G, 2.2] sont construits des morphismes dans HoSpr((Esp/S)li)
Ci : K [0] −→ H
i
[]
Ces morphismes induisent donc, pour tout champ alge´brique F , la i-e`me
classe de Chern
Ci : Kp(F ) ≃ πpH(Fli, K []) −→ H
di−p(F, i)
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Ces classes caracte´ristiques ve´rifient e´videmment tous les axiomes de [G].
Elles permettent aussi de de´finir le caracte`re de Chern
Ch : K∗(F ) −→ H
•(F, ∗)
qui est un morphisme d’alge`bres, fonctoriel pour les images re´ciproques.
Enfin, on dispose aussi d’une classe de Todd
Td : K0(F ) −→ H
•(F, ∗)
qui est multiplicatif, et fonctoriel pour les images re´ciproques.
A l’aide de ces de´finitions et du ”splitting principle”, on de´montre
l’e´quation suivante ( [F-L, 5.3] ), qui nous sera utile par la suite.
Lemme 3.6 Soit x ∈ K(F ), r son rang, que l’on suppose positif, et x∨
son dual. Soit
λi : K(F ) −→ K(F )
la i-e`me λ-ope´ration ( [F-L, V , 1] ), et λ−1(x) :=
∑
i(−1)
i.λi(x). Alors
Ch(can(λ−1(x))).T d(can(x
∨)) = Cr(can(x
∨))
Remarque : Il nous arrivera d’e´crire Ci(x) ( de meˆme pour Ch et Td ),
pour signifier Ci(can(x)), lorsque x ∈ K∗(F ).
Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer que ces the´ories co-
homologiques ne permettent pas de de´montrer un the´ore`me de Riemann-
Roch. Le contre-exemple est le suivant.
Soit F = [SpecC/H ] avec H un groupe fini abe´lien. Dans ce cas le
fibre´ tangent est trivial, et la transformation de Riemann-Roch associe´e
aux de´finitions de Ch et Td pre´ce´dentes
τF : K(F )→ H
∗(F, )
est donc le caracte`re de Chern. Ainsi, c’est un morphisme d’anneaux.
La proprie´te´ 3.5 implique que
p∗ : H
∗(F, 0) −→ H∗(SpecC, )
est un isomorphisme. Supposons que la the´orie cohomologique soit telle
que H∗(SpecC, ) soit un corps K de caracte´ristique nulle. C’est le cas
pour les deux exemples que nous avons cite´. Si la formule d’Hirzebruch-
Riemann-Roch e´tait ve´rifie´e, on aurait un diagramme commutatif
K(F )
Ch //
p∗

H∗(F, ∗)
≀p∗

K
Id
// K
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En identifiant K(F ) avec le groupe de Grothendieck des repre´sentations
line´aires de H dans C, on aurait pour tout C[H ]-module V de dimension
finie
p∗Ch(V ) = Dim(V
H)
Prenons V de dimension 1 non triviale. Alors V H = (0). Or si m est
l’ordre de H , alors V ⊗m = 1. On aurait donc
Ch(V ⊗m) = Ch(V )m = Ch(1) = 1⇒ Ch(V ) 6= 0
Ce qui est absurde.
3.1.2 Cohomologie a` coefficients dans les caracte`res
Fixons-nous une the´orie cohomologique avec images directes H. Les
groupes de cohomologie et d’homologie associe´s a` cette the´orie, seront
note´s comme dans le paragraphe pre´ce´dent, H•(−, ∗), et H•(−, ∗).
De´finition 3.7 Soit F un champ alge´brique de HoChAlg′(S).
1. Sa cohomologie et son homologie, a` coefficients dans les caracte`res,
sont de´finis par
Hpχ(F, q) := πdq−pH((DF )li,H
q ⊗AF ⊗Q)
Hχp (F, q) := πdq−pH((DF )li,H
′
q ⊗AF ⊗Q)
On notera aussi
H•χ(F, ∗) :=
⊕
p,q
Hpχ(F, q)
Hχ• (F, ∗) :=
⊕
p,q
Hχp (F, q)
2. Les classes caracte´ristiques a` coefficients dans les caracte`res, sont
de´finies par
Cχi : Kp(F )
χF //H−p((DF )li, K ⊗AF ⊗Q)
Ci⊗Id// Hdi−p((DF )li,Hi ⊗AF ⊗Q) = Hdi−pχ (F, i)
3. Le caracte`re de Chern et la classe de Todd sont de´finis de manie`re
analogue
Chχ : K∗(F )
χF //Kχ∗ (F )
Ch // H•χ(F, ∗)
Tdχ : K(F )
χF //K
χ
0 (F )
Td // H•χ(F, ∗)
Remarques:
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• Les classes de Chern de´finies ci-dessus ne ve´rifient par l’axiome
de normalisation ( [G, 2.1] ). En effet, prenons le cas ou` F =
BH est le champ classifiant d’un groupe alge´brique sur un corps
alge´briquement clos k,H la the´orie de Gersten, et V une repre´sentation
line´aire de H . Alors
C0(V ) ∈ H
0
χ(F, 0) ≃
⊕
D∈TH (k)
Q[[MD]]
est la somme des caracte`res des repre´sentations obtenues par restric-
tion de D sur V . Ainsi, C0(V ) 6= 1 en ge´ne´ral.
• Pour tout champ alge´brique F , il existe une section canonique F →֒ DF ,
correspondant au sous-groupe trivial. Ainsi, on dispose d’isomorphismes
fonctoriels
H•χ(F, ∗) ≃ H
•(F, ∗)⊕H•χ 6=1(F, ∗)
Hχ• (F, ∗) ≃ H•(F, ∗)⊕H
χ 6=1
• (F, ∗)
Par ces isomorphismes, il nous arrivera d’identifier H•(F, ∗) ( resp.
H•(F, ∗) ) a` son image dans H•χ(F, ∗) ( resp. H
χ
• (F, ∗) ). De cette
fac¸on, si x ∈ Kp(F ), les classes de Chern Ci(x) ∈ Hd.i−p(F, i) seront
vues comme des e´le´ments de H•χ(F, ∗). De plus, il est clair que la
projection de Cχi (x) dans H
•(F, ∗) est Ci(x).
Les produits surH et Z[[X ∗F ]] induisent des produits surH⊗A⊗Q. De
cette fac¸on, les groupes H•χ(F, ∗) sont des anneaux bi-gradue´s. De meˆme,
Hχ• (F, ∗) est un H
•
χ(F, ∗)-modules bi-gradue´s. Ces structures sont com-
patibles avec la de´composition pre´ce´dente.
Rappelons que HoChAlg′(S) est la sous-cate´gorie de HoChAlg(S)
des champs qui ve´rifient l’hypothe`se de 2.18.
Proposition 3.8 La correspondance F 7→ H•χ(F, ∗) est un foncteur con-
travariant de HoChAlg′(S) vers les alge`bres commutatives bi-gradue´es.
La correspondance F 7→ Hχ• (F, ∗) est un foncteur covariant de (HoChAlg
′(S), pr.),
la sous-cate´gorie des champs alge´briques et morphismes propres et repre´sentables,
vers celle des groupes abe´liens. C’est aussi un foncteur contravariant
pour les morphismes e´tales repre´sentables. De plus, on a les proprie´te´s
suivantes
1. pour tout champ F , Hχ• (F, ∗) est un H
•
χ(F, ∗)-module bi-gradue´. Si
f : F ′ −→ F est un morphisme propre repre´sentable, x ∈ H•χ(F, ∗)
et y ∈ Hχ• (F
′, ∗), alors
f∗(f
∗(x).y) = x.f∗(y)
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2. si le carre´ suivant est carte´sien
G′
q //
v

F ′
u

G p
// F
avec p propre repre´sentable, et u e´tale repre´sentable, alors
q∗ ◦ v
∗ = u∗ ◦ p∗
3. si j : F ′ →֒ F est une immersion ferme´e, et i : U →֒ F l’immersion
comple´mentaire, alors il existe une suite exacte naturelle
. . .Hχ• (F
′, ∗)
j∗ // Hχ• (F, ∗)
i∗ //Hχ• (U, ∗) // H
χ
• (F
′, ∗) . . .
4. si p : V → F est un fibre´ vectoriel, alors le morphisme naturel
p∗ : Hχ• (F, ∗) −→ H
χ
• (V, ∗)
est un isomorphisme.
Preuve: C’est la meˆme que pour 2.22. ✷
Revenons un moment au cas d’une base ge´ne´rale S.
Lorsqu’un morphisme f : F −→ F ′, est localement une intersection
comple`te, on peut de´finir le fibre´ conormal N ∨f := N (F/F
′)∨ de f . Nous
noterons alors
λf = λ−1(N (F/F
′)∨) ∈ K(F )
Rappelons que nous avons de´fini un morphisme
ρ : K(DF ) −→ K
χ(F )
pour tout champ alge´brique F ( voir la preuve de 2.23 ).
De´finition 3.9 • Soit F un champ alge´brique tel que la projection
dF : DF −→ F
soit localement d’intersection comple`te ( repre´sentable ). La classe
de ramification de F est de´finie par
αF := ρ(λdF ) ∈ K
χ
0 (F )
ou` ρ est de´fini dans 2.23.
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• Un champ alge´brique de HoChAlg′(S) est dit bien ramifie´, si le
morphisme
dF : DF −→ F
est localement d’intersection comple`te, et αF est inversible dans
K
χ
0 (F ).
Proposition 3.10 Dans tous les cas suivants, le champ F deHoChAlg′(S)
est bien ramifie´.
1. Le champ F est une gerbe sur X, borne´e par un X-espace alge´brique
en groupes affine et lisse sur X.
2. Le champ F est un champ de Deligne-Mumford re´gulier.
3. Le champ F est localement un quotient affine, lisse sur S = Speck,
avec k un corps.
4. Le champ F est localement un quotient affine, re´gulier, et pour toute
section s ∈ ObF (X) au-dessus d’un S-espace alge´brique, AutX(s)
est abe´lien.
Preuve: Pour montrer qu’un e´le´ment de Kχ0 (F ) est inversible, on
utilisera le lemme suivant, applique´ a` C = (DF )li, et K = K ⊗AF .
Lemme 3.11 Soit C un site, et K ∈ HoSp(C), un objet en anneaux.
Un e´le´ment x ∈ H(C,K) est inversible, si et seulement pour tout objet
X ∈ C, il existe un recouvrement i : U −→ X, tel que i∗(x) ∈ H(U,K)
est inversible.
Preuve: L’e´le´ment x est repre´sente´ par un morphisme de pre´faisceaux
en spectres
x : ∗ −→ HK
ou` K →֒ HK est une re´solution injective. Alors, dire que x est inversible
est e´quivalent a` dire que le morphisme de HoSp(C)
− ∧ x : HK −→ HK
y 7→ y ∧ x
est un isomorphisme. Mais ceci est local sur C. ✷
(1) Comme ceci est local sur Xet, on peut supposer que F = [X/H ]
est une gerbe triviale de groupe H . Alors
DF ≃ [TH/H ]
ou` TH est le sche´ma des sous-groupes de type multiplicatif de H . Or,
comme TH −→ X est lisse d’apre`s [SGA 3 II, XI 4.1], le morphisme
DF −→ F est lisse. Ainsi, le fibre´ conormal de DF −→ F est trivial, et
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donc αF = 1.
(2) En localisant sur l’espace de modules de F , on peut supposer que
F = [X/H ], ou` X est un sche´ma re´gulier, et H un groupe fini ope´rant
sur X . Notons T (H) l’ensemble des sous-groupes de type multiplicatif
de H ×X −→ X .
SoitX =
∐
D∈T (H)X
D, ou`XD est le sous-sche´ma deX des points fixes
de D. On sait alors que X est re´gulier ( [Th3, 6.2] ). Or, DF ≃ [X/H ].
Donc DF est re´gulier. Ainsi, le morphisme DF −→ F est localement
d’intersection comple`te.
Supposons toujours que F = [X/H ], et notons M(D) le groupe des
caracte`res de D. Comme
∐
D∈T (H)X
D −→ DF est lisse et surjectif, le
lemme 3.11, nous permet de nous ramener a` de´montrer que la restriction
de αF a` chaque X
D est inversible.
Pour chaque D ∈ T (H), soit N ∨D le fibre´ conormal de XD dans X .
Alors, la composante de αF supporte´e par X
D, est de la forme
αF (D) =
∏
t∈M(D)
λ−t((N
∨
D)
(t)) ∈ K(X
D)[[M(D)]]Q
ou` (N ∨D)
(t) est le sous-fibre´ de N ∨D ou` D ope`re par multiplication par t.
Ainsi, le rang de αF (D) est∏
t∈M(D)
(1− t)rg(N
∨
D
)(t) ∈ Q[[M(D)]]
Or, comme D fixe exactement XD, (N ∨D)
() = , et ainsi le rang de αF (D)
est inversible. Donc αF (D) aussi.
(3) On peut clairement supposer que k est alge´briquement clos.
Soit f : F −→ M un morphisme, avec M un espace alge´brique, tel
que localement sur Met, F soit un quotient par un sche´ma en groupes
lisse et affine sur k.
En localisant sur Met, on peut supposer que F = [X/H ], ou` X est un
sche´ma lisse, et H un sche´ma en groupes lisse et affine ope´rant sur X .
Alors DF est e´quivalent au champ quotient
DF ≃
∐
a∈A
[XDa/N (Da)]
ou` A est l’ensemble des classes de conjugaisons de sous-groupes de type
multiplicatif de H , Da un repre´sentant de a ∈ A, N (Da) le normalisateur
de Da dans H , et X
Da le sous-sche´ma des points fixes de Da. Alors,
comme XDa →֒ X est une immersion re´gulie`re ( [Th3, 6.2] ), ceci montre
que DF −→ F est localement d’intersection comple`te.
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En localisant sur
∐
a∈AX
Da −→ DF , qui est lisse et surjectif, on
de´montre que αF est inversible comme dans le (2).
(4) Tout comme dans le point (3) on peut supposer que F = [X/H ],
avecH un S-groupe lisse et affine sur S, ope´rant sur un S-espace alge´brique
re´gulier X . En localisant sur X −→ F , on se rame`ne a` de´montrer le
lemme suivant.
Lemme 3.12 Soit H un S-sche´ma en groupes abe´liens lisse et affine sur
S, ope´rant sur un S-sche´ma re´gulier X. Soit H ′ le X-sche´ma en groupes
H ′ = {(x, h) ∈ X ×S H/h.x = x}
Alors TH′ est re´gulier.
Preuve: Comme ceci est local sur Xet, on peut supposer que H est
de´ploye´ sur X ( i.e. que son sous-groupe de type multiplicatif maximal
est diagonalisable sur X ).
Soit T (H) l’ensemble des sous-groupes de type multiplicatif de HX .
Alors, comme H est abe´lien, THX =
∐
D∈T (H)X . Ainsi
TH′ =
∐
D∈T (H)
XD
ou` XD est le sous-sche´ma de X des points fixe´s par D. Or on sait que
XD est re´gulier ( [Th3, 6.2] ). ✷
Le lemme ci-dessus montre queDF −→ F est localement d’intersection
comple`te.
La de´monstration du fait que αF est inversible se fait de la meˆme
fac¸on que dans (2).
✷
Remarque: Tous les exemples de la proposition sont des champs qui
sont localement des quotients. Il serait tre`s inte´ressant de savoir si de
fac¸on plus ge´ne´rale un champ alge´brique lisse sur un corps est bien ram-
ifie´. Comme la plupart des champs alge´briques connus sont des quotients
par des groupes affines, la recherche d’un contre exemple e´ventuel est as-
sez de´licate.
Pour la fin de ce paragraphe, on revient au cas ou` S = Speck.
De´finition 3.13 Soit F un champ alge´brique lisse et bien ramifie´. La
classe de Todd de F est de´finie par
Tdχ(F ) := Ch(α−1F ).T d(TDF ) ∈ H
•
χ(F, ∗)
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ou` TDF ∈ K0(F ) est le fibre´ virtuel tangent de F .
La transformation de Riemann-Roch a` coefficients dans les caracte`res
est alors de´finie par
τχF : G∗(F ) −→ H
•
χ(F, ∗)
x 7→ Chχ(x).T dχ(F )
Remarque: Dans 3.7, nous n’avons de´fini Chχ que pour les e´le´ments
de K∗(F ). Cependant, lorsque F est lisse et bien ramifie´, on peut refaire
le the´ore`me 2.23 en G-the´orie. On de´finit Chχ de fac¸on analogue a` 3.7,
en gardant a` l’esprit que Kχ(F ) ≃ Gχ(F ), car DF est lisse ( 2.2 ). Ainsi,
la de´finition pre´ce´dente posse`de un sens.
3.2 Formules de Riemann-Roch
Nous posse´dons maintenant tous les outils pour de´montrer une for-
mule de Grothendieck-Riemann-Roch a` valeur dans la cohomologie a`
coefficients dans les caracte`res. Cependant, nous n’avons pas re´ussi a`
de´montrer le the´ore`me pour le cas ge´ne´ral des morphismes propres et
repre´sentables de champs localement quotients affines sur un corps, alors
que ce degre´ de ge´ne´ralite´ semble pourtant accessible. En majeure par-
tie, c’est le manque de re´sultats concernant les ( quasi ) enveloppes
de Chow des morphismes propres de champs alge´briques, ainsi que la
re´solution des faisceaux cohe´rents par des fibre´s vectoriels, qui limite le
cadre d’application du the´ore`me. D’autre part le cas des morphismes
propres non-repre´sentables ne peut pas eˆtre traite´ avec les de´finitions
que nous avons pour le moment. Nous montrerons cependant en fin
de chapitre, qu’il est possible de ge´ne´raliser les re´sultats obtenus pour
les champs de Deligne-Mumford aux champs qui posse`dent des quotients
ge´ome´triques uniformes ( tout au moins en caracte´ristique nulle ). Je n’ai
pas re´ussi a` de´montrer le the´ore`me dans le cas plus ge´ne´ral des champs
∆-affines bien ramifie´s, alors qu’il me semble que la formule de Riemann-
Roch reste vraie.
Un autre fac¸on d’e´liminer les hypothe`ses superflues serait de trouver
un moyen de ramener le the´ore`me de Riemann-Roch a` un proble`me ”local
en bas”. C’est a` dire que pour de´monter la formule pour un morphisme
f : F −→ F ′, il suffirait de la de´montrer apre`s un changement de base
par un morphisme lisse est surjectif X −→ F ′. Mais pour l’instant,
les preuves existantes de la formule de Riemann-Roch ne permettent
pas ce genre de re´duction. Peut-eˆtre qu’une utilisation syste´matique
des me´thodes homotopiques de [SH], permettrait d’avancer dans cette
direction.
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3.2.1 Formule de Lefschetz-Riemann-Roch
Le point crucial pour la formule de Lefschetz-Riemann-Roch est le cas
particulier de la formule d’intersection suivante.
Proposition 3.14 Soit j : F −→ F ′ une immersion re´gulie`re de champs
alge´briques bien ramifie´s. Notons
αj := λ−1(Dj
∗N ∨DF ′/F ′ −N
∨
DF /F
) ∈ K(DF )
Alors le diagramme suivant commute dans HoSp
G(F )
αj .d
∗
F

j∗ //G(F ′)
d∗
F ′

G(DF ) Dj∗
//G(DF ′)
Preuve: Une application de la de´formation vers le coˆne normal ( [G,
4.1] ), nous permet de ne conside´rer que le cas ou` F ′ = P(V ⊕ ) est le
comple´te´ projectif d’un fibre´ vectoriel V sur F , et j est la section nulle
e : F →֒ V →֒ P(V ⊕ ). Notons P = P(V ⊕ ), et
p : P −→ F
Dp : DP −→ DF
De : DF −→ DP
les morphismes induits. Remarquons qu’il suffit de de´montrer que
De∗(αe) = d
∗
P (e∗(1)) ∈ K(DP )
En effet, si la formule ci-dessus est vraie, on a les e´galite´s suivantes dans
HoSp
De∗(αe.d
∗
F ) = De∗(αe.De
∗Dp∗d∗F )
= De∗(αe).Dp
∗d∗F
= De∗(αe).d
∗
Pp
∗
= d∗P (e∗(1)).d
∗
Pp
∗
= d∗P (e∗(1).p
∗)
= d∗P (e∗(1.e
∗p∗))
= d∗P (e∗)
Soit i : DP −→ DF ×F P le morphisme canonique. C’est l’immersion
canonique des points fixes du fibre´ projectif DF ×F P , pour l’action
line´aire du groupe de type multiplicatif universel DF ( 2.21 ). Ainsi,
localement sur (DF )li, si W = V ⊕ 1 ≃
⊕
χ∈X ∗
F
(F )W
(χ), on a
DP ≃
∐
χ∈X ∗
F
(F )
P χ
ou` P χ est le fibre´ projectif associe´ au fibre´ vectoriel W (χ).
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Lemme 3.15 On a αe = λ−1(De
∗N ∨i ), ou` N
∨
i est le fibre´ conormal de
l’immersion re´gulie`re i : DP →֒ DF ×F P .
Preuve: Conside´rons le diagramme commutatif suivant
DP
i //
Dp %%JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
DF ×F P
a //
q

P
p

DF dF
// F
Notons f : DF →֒ DF ×F P la section induite par e. Alors
N ∨dP = N
∨
i +Di
∗N ∨a
donc
De∗(N ∨dP ) = De
∗Di∗N ∨a +De
∗N ∨i = Df
∗N ∨a +De
∗N ∨i
et
q∗N ∨dF = N
∨
a
donc
Df ∗N ∨a = Df
∗q∗N ∨dF = N
∨
dF
Ainsi
De∗(N ∨dP −Dp
∗N ∨dF ) = Df
∗N ∨a +De
∗N ∨i −N
∨
dF
= De∗N ∨i
✷
On a donc
De∗(αe) = De∗(De
∗λ−1(N
∨
i )) = λ−(N
∨
i ).De∗()
Or comme la section De∗ envoi DF dans P
1 = P(W ()), De∗(αe) est
supporte´ par P 1.
Notons N ∨ le fibre´ conormal de P
1 dans P . Il faut donc montrer que
De∗(1).λ−1(N
∨
 ) = d
∗
P (e∗())
dans K(P
).
Soit
0 −→ EP −→ p
∗V ⊕ 1 −→ OP () −→ 
0 −→ EP 1 −→ Dp
∗
1W
(1) −→ OP () −→ 
les suites exactes canoniques sur P et P 1, ou` Dp1 : P
1 −→ DF est la
projection. Alors, on sait que ( [F-L, 4.3] )
e∗(1) = λ−1(EP )
De∗(1) = λ−1(EP 1)
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Notons W ≃ W (1) ⊕W (6=1), ou` W (1) est le sous-fibre´ ou` DF ope`re triv-
ialement. Remarquons que par de´finition, W (1) ≃ V (1) ⊕ 1. Ainsi,
N ∨ = Dp
∗
W
6=, et donc,
De∗(1).λ−1(N ∨ ) = λ−1(EP 1).λ−1(Dp
∗
1W
(6=1))
= λ−1(Dp
∗
1(V
(1)) + 1−OP () +Dp∗W
(6=))
= λ−1(Dp
∗
1(V + 1)−OP ())
Par ailleurs
d∗P (e∗(1)) = i
∗(f∗(1))
= i∗1(f∗(1))
ou` i1 : P
1 →֒ P est induit par i. Donc
d∗P (e∗(1)) = i
∗
1λ−1(a
∗(EP ))
= λ−1(Dp
∗
1V + 1−OP ())
Ce qui prouve que
De∗(1).λ−1(N
∨
 ) = d
∗
P (e∗())
et donc la proposition. ✷
The´ore`me 3.16 ( Lefschetz-Riemann-Roch ) Soit f : F −→ F ′ un
morphisme localement d’intersection comple`te et fortement projectif de
champs alge´briques bien ramifie´s ( 3.9 ). Alors le diagramme suivant
commute
G∗(F )
f∗

χF .α
−1
F //Gχ∗ (F )
f∗

G∗(F
′)
χF ′ .α
−1
F ′
//Gχ∗ (F
′)
Preuve: En factorisant f en une immersion ferme´e re´gulie`re, suivie
de la projection d’un fibre´ projectif associe´ a` un fibre´ vectoriel, et a` l’aide
du lemme suivant, on peut ne traiter que ces deux cas.
Lemme 3.17 Soit F un champ bien ramifie´, et P −→ F un fibre´ projec-
tif associe´ a` un fibre´ vectoriel V sur F . Alors P est encore bien ramifie´.
Preuve: On a de´ja` vu que le morphisme naturel
DV −→ DF ×F V
faisait de DV un sous-fibre´ vectoriel de DF ×F V sur DF . De plus,
DP →֒ DF ×F P est une immersion re´gulie`re. Ainsi, la projection
DP −→ P se factorise par DP →֒ DF ×F P −→ P , qui comme
P −→ F est lisse, est encore un morphisme localement d’intersection
comple`te.
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Pour montrer que αP est inversible, on va montrer que
Dp∗(α−1F ).αP ∈ K
χ
0 (P )
est inversible. Par le lemme 3.11, ceci est local sur (DF )li, ce qui nous
permet de faire les calculs au-dessus d’un morphisme lisse et surjectif
(s,D) : X −→ DF , qui correspond a` un sous-groupe diagonalisable
D →֒ AutX(s)
Le fibre´ vectoriel VX e´tant muni d’une action de D, le fibre´ projec-
tif PX aussi. Alors DP ×DF X est repre´sente´ par P
D
X , le sous-espace
de PX des points fixes de D. Or la restriction de Dp
∗(α−1F ).αP dans
K(P
D
X )[[M(D)]]Q, est e´gale a`∏
t∈M(D)
λ−t(N
∨
D)
ou` M(D) est le groupe des caracte`res de D, et N ∨D le fibre´ conormal de
PDX dans PX . C’est donc un e´le´ment inversible. ✷
Cas d’une immersion ferme´e:
Soit j : F →֒ F ′ une immersion ferme´e, re´gulie`re. Alors le diagramme
suivant est carte´sien
F
j // F ′
DF
OO
Dj // DF ′
OO
Notons λF = λ−1(N ∨dF ) ( resp. λF ′ = λ−1(N
∨
dF
) ), ou` N ∨dF est le fibre´
conormal de dF : DF −→ F ( resp. dF ′ : DF ′ −→ DF ). Alors, la formule
d’auto-intersection ( 3.14 ) implique, que pour tout x ∈ G∗(F )
Dj∗(λ−1(Dj
∗N ∨dF ′ −N
∨
dF
).d∗F (x)) = d
∗
F ′(j∗(x))
En composant avec le morphisme ρ ( 2.23 ), qui commute avec les images
directes et re´ciproques pour j, et les produits sur DF , on obtient
j∗(ρ(λ−1(Dj
∗N ∨dF ′ −N
∨
dF
)).ρ(d∗F (x))) = ρ(d
∗
F ′(j∗(x))
Or, ρ(d∗F (x)) = χF (x), et ρ(d
∗
F ′(j∗(x)) = χF ′(x), par de´finition. D’autre
part
ρ(λ−1(Dj
∗N ∨dF ′ −N
∨
dF
)).αF = ρ(λ−1(Dj
∗N ∨dF ′ −N
∨
dF
)).ρ(λF )
= ρ((λ−1(Dj
∗N ∨dF ′ −N
∨
dF
)).λ−(N ∨dF ))
= ρ(λ−1(Dj
∗N ∨dF ′ ))
= j∗ρ(λF ′)
= j∗αF ′
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Ce qui montre que
ρ(λ−1(Dj
∗N ∨dF ′ −N
∨
dF
)) = j∗αF ′.α
−
F
et donc
j∗(j
∗αF ′.αF
−1.χF (x)) = χF ′(j∗(x))
ce qui, par la formule de projection est e´quivalent a`
j∗(α
−1
F .χF (x)) = α
−1
F ′ .j∗(x)
Remarquons que la de´monstration pre´ce´dente montre que l’on a une
e´galite´ dans HoSp
j∗(α
−1
F .χF ) = α
−1
F ′ .j∗
Cas d’un fibre´ projectif:
Soit V −→ F un fibre´ vectoriel de rang r+ 1, et p : P = P(V ) −→ F
le fibre´ projectif associe´. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer
la formule pour les e´le´ments xi = OP (i) ∈ G(P ). En effet, d’apre`s 2.2,
tout e´le´ment y ∈ G∗(P ) s’e´crit de fac¸on unique
y =
i=r∑
i=0
p∗(ai).x
i
ai ∈ G∗(F ). Supposons que la formule soit de´montre´e pour les e´le´ments
xi, alors
p∗(α
−1
P .χP (y)) =
∑
i p∗(α
−1
P .p
∗(χF (ai)).x
i)
=
∑
i p∗(α
−1
P .x
i).χF (ai)
=
∑
i α
−1
F .χF (p∗(x
i)).χF (ai)
= α−1F .
∑
i χF (p∗(x
i).ai)
= α−1F .
∑
i χF (p∗(y))
Commenc¸ons par montrer que l’on peut supposer que V est une somme
directe de fibre´s inversibles.
Lemme 3.18 Soit p : P −→ F un fibre´ projectif, avec F un champ lisse
et bien ramifie´. Alors le morphisme
p∗ : Gχ∗ (F ) −→ G
χ
∗ (P )
est injectif.
Preuve: Comme DP −→ DF est un morphisme propre et lisse, il
existe des images re´ciproques
p∗ : Gχ(F ) −→ Gχ(P )
et des images directes
p∗ : Kχ(P ) −→ Kχ(F )
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On peut alors appliquer la formule de projection 2.2 pour x ∈ Gχ∗ (F )
p∗p
∗(x) = x.p∗(1)
Or, p∗(1) est inversible dans K
χ(F ). En effet, ceci est local sur (DF )li,
et localement sur (DF )li, p : P −→ F est la projection d’une re´union
disjointe de fibre´s projectifs (non vides). ✷
Soit alors f : G −→ F un morphisme projectif et lisse, tel que g∗(G)
admette une filtration par de sous-fibre´s de quotients successifs de rang
1. On sait qu’un tel morphisme existe, et de plus, d’apre`s le lemme 3.18,
le morphisme
f ∗ : Gχ0 (F ) −→ G
χ
0 (G)
est injectif.
Notons g : GP := G ×F P −→ P et q : GP −→ P les morphismes
induits, et xG = q
∗(x). Comme G −→ F est lisse, on a
q∗(α−1P .p
∗αF ) = α
−1
GP
.q∗αG
Avec ces notations, si la formule est de´montre´e pour q et xiG, on a
f ∗(p∗(λ
−1
P .p
∗λF .χP (x
i))) = q∗(g
∗(λP .p
∗λF .χP (x
i))
= q∗(λGP .q
∗λG.g
∗(χP (x
i)))
= q∗(λGP .q
∗λG.χG(g
∗(x)i))
= q∗(λGP .q
∗λG.χG(x
i
G))
= χG(q∗(x
i
G))
= χG(q∗(g
∗(xi)))
= χG(f
∗(p∗(x
i)))
= f ∗(χF,f(p∗(x
i)))
Or comme f ∗ est injectif, on en de´duit la formule pour p et xi.
On est donc ramene´ au cas ou` V est sous forme triangulaire. Il existe
alors un morphisme lisse
r : W −→ F
qui est une composition de torseurs sous des fibre´s vectoriel, tel que r∗(V )
soit une somme directe de fibre´s inversibles. En utilisant 2.2, et un calcul
analogue a` celui fait ci-dessus, on peut supposer que V est diagonalisable.
Soit V ≃ V1 ⊕ L une de´composition de V , avec L de rang 1. On
note j : P1 := P(V) →֒ P l’immersion canonique. Comme tout e´le´ment
x ∈ G(P ) s’e´crit comme
x = j∗(y) + p
∗(z)
le cas d’une immersion ferme´e permet de nous ramener au cas ou` x = p∗(z),
et par la formule de projection au cas ou` x = 1.
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On va utiliser l’argument de de´formation de [B-F-M, App. 3], pour
montrer que
p∗(α
−1
P .p
∗(αF )) = 1
Comme V est diagonalisable, la construction de l’espace de de´formation
de [B-F-M, App. 3], se globalise sur Fli, et donne un sous-champ alge´brique
ferme´
J : X →֒ P ×F P ×S A

tel que la projection induite
π : X −→ F ×S A

soit un morphisme plat, et que
J1 : X := π
−(F × {}) →֒ P ×F P
soit l’immersion diagonale, et
J0 : X := π
−(F × {}) = ∪a+b=rP
a ×F P
b
ou` P n de´signe un sous-fibre´ projectif de P de rang n.
Pour un champ bien ramifie´, notons
λF = α
−1
F .χF : G(F ) −→ G
χ
 (F )
Pour tout sous-champ ferme´ Y de P ×F P ×S A de comple´mentaire U ,
on notera λY le morphisme induit sur la fibre des suites exactes suivantes
G(Y) //
λY

K(P ×F P ×A) //
λP×F P×A

K(U)
λU

Kχ(Y) //Kχ(P ×F P ×A
) //Kχ(U)
Remarquons que le the´ore`me dans le cas d’une immersion ferme´e re´gulie`re
de champs bien ramifie´s permet de conclure que les deux de´finitions ci-
dessus de λY coincident si Y →֒ P×FP×SA est une immersion re´gulie`re,
et Y est bien ramifie´ ( exactement comme le corollaire [G, 3.7, (ii)] se
de´duit du the´ore`me [G, 3.1] ). En particulier pour
X ≃ P →֒ P ×F P ×S A

De´finissons alors, pour Y un sous-champ ferme´ de P ×F ×SA
χ(Y) := q∗(λY())
ou` q : Y −→ F est la projection induite.
Si on montre que χ(Xt) est inde´pendant de t ∈ A, alors
p∗(α
−1
P .p
∗αF ) = χ(X) = χ(X)
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De la meˆme fac¸on que dans [B-F-M, App. 3], on conclut alors par
re´currence sur le rang de V que
p∗(α
−1
P .p
∗αF ) = 1
Il nous reste donc a` montrer que χ(Xt) est inde´pendant de t ∈ A.
Soit L := λX (1) ∈ G
χ
0 (X ). Comme dans le diagramme carte´sien
suivant
Xt
Jt //
qt

X
π

F
it
// F ×S A
le morphisme π est plat, les fibre´ conormaux de it et de Jt sont triviaux.
Ainsi, on a
(qt)∗ ◦ J
∗
t (L) = i
∗
t ◦ π∗(L)
Or i∗t = i
∗
t′ pout tout t et t
′ ∈ A, ceci montre que (qt)∗ ◦ J∗t (L) est
inde´pendant de t. Or J∗t (L) = λXt(1), et donc χ(Xt) = (qt)∗ ◦ J
∗
t (L) est
inde´pendant de t. ✷
Remarque: La formule pre´ce´dente reste de toute e´vidence valable pour
un morphisme propre repre´sentable de champs bien ramifie´s. Cependant,
faute de re´sultats concernant les enveloppes ( ou quasi-enveloppes ) de
Chow d’un morphisme propre, nous ne savons pas la de´montrer dans
cette ge´ne´ralite´.
Cela pose aussi la question de savoir quand un morphisme propre
repre´sentable est fortement projectif. On sait que cela est vrai lorsque les
champs satisfont deux hypothe`ses supple´mentaires. A savoir l’existence
d’un fibre´ ample, et le fait que tout faisceau cohe´rent est quotient d’un
fibre´ vectoriel. Ainsi, on a le corollaire suivant.
Corollaire 3.19 Soit HoChAlg′′(S) la sous-cate´gorie de HoChAlg′(S)
des champs alge´briques bien ramifie´s et ve´rifiant les hypothe`ses suivantes :
• Il existe un fibre´ inversible ample sur F . C’est a` dire L, tel que
pour tout faisceau cohe´rent F sur F , il existe un entier n, tel que
H i(F,F ⊗ L⊗n) =  pour i > n.
• Tout faisceau cohe´rent est quotient d’un fibre´ vectoriel.
Alors, pour tout morphisme propre, repre´sentable et localement d’intersection
comple`te de HoChAlg′′(S) f : F −→ F ′, le carre´ suivant commute
G∗(F )
f∗

χF .α
−1
F //Gχ∗ (F )
f∗

G∗(F
′)
χF ′ .α
−1
F ′
//Gχ∗ (F
′)
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Corollaire 3.20 Soit S = Speck, et F et F ′ deux champs alge´briques,
qui sont e´quivalents a` des champs quotients de sche´mas quasi-projectifs
par des sche´mas en groupes re´ductifs. Alors, pour tout morphisme propre,
repre´sentable et localement d’intersection comple`te f : F −→ F ′, le carre´
suivant commute
G∗(F )
f∗

χF .α
−1
F //Gχ∗ (F )
f∗

G∗(F
′)
χF ′ .α
−1
F ′
//Gχ∗ (F
′)
Preuve: On sait que ces deux champs ve´rifient les hypothe`ses du
corollaire pre´ce´dent ( [Th2] ). ✷
3.2.2 Formule de Grothendieck-Riemann-Roch
Pour tout ce paragraphe, S = Speck est le spectre d’un corps, et H
de´signe une the´orie cohomologique avec images directes.
Proposition 3.21 Soit f : F −→ F ′ un morphisme fortement projectif
de champs alge´briques lisses. Alors, le diagramme suivant commute
G∗(F )
f∗ //
Td(TF ).Ch

G∗(F
′)
Td(TF ′).Ch

H•(F, ∗)
f∗
// H•(F ′, ∗)
ou` TF ∈ K0(F ) et TF ′ ∈ K0(F
′) sont les fibre´s tangents virtuels de F et
F ′.
Preuve: C’est mot pour mot la meˆme que celle pour des sche´mas
( [G, 4.1] ). Le cas d’une immersion ferme´e provient de la de´formation
vers le coˆne normal et des proprie´te´s des classes caracte´ristiques, et celui
d’un fibre´ projectif, de la formule du projectif 2.2 en G-cohomologie. ✷
Proposition 3.22 Soit f : F −→ F ′ un morphisme fortement projectif
de champ alge´briques lisses et bien ramifie´s. Alors le diagramme suivant
commute
H∗(DF , K ⊗AF )
Df∗⊗Indf //
Td(TDF ).Ch⊗Id

H∗(DF ′, K ⊗AF ′)
Td(TD
F ′
).Ch⊗Id

H∗(DF ,H⊗AF ) Df∗⊗Indf
//H∗(DF ′,H⊗AF ′)
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Preuve: En effet, si F et F ′ sont lisses et bien ramifie´s, DF et DF ′
sont lisses. De plus, le morphisme induit Df : DF −→ DF ′ est encore
fortement projectif. En effet, soit
F
j // P
p // F ′
une factorisation de f , avec j une immersion ferme´e et p la projection
d’un fibre´ projectif. Alors, Df se factorise par
Df : DF
Dj // DP
Dp // DF
Or on sait que Dj est une immersion ferme´e, et de plus Dp se factorise
par
Dp : DP
i // DF ′ ×F ′ P
q // DF ′
ou` i est une immersion ferme´e.
On peut alors refaire la preuve de la proposition pre´ce´dente avecK⊗A
a` la place de K, et H⊗A a` la place de H. ✷
Pour le corollaire suivant, on a note´ Hχ,f• (F
′, ∗) la composante de
Hχ• (F
′, ∗) supporte´e par DF ′,f .
Corollaire 3.23 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Soit f : F −→ F ′ un
morphisme fortement projectif de champs alge´briques lisses et bien ram-
ifie´s. Alors le diagramme suivant commute
G∗(F )
τχ
F //
f∗

Hχ• (F, ∗)
f∗

G∗(F
′)
τχ
F ′
// Hχ,f• (F
′, ∗)
Preuve: Il suffit de composer la formule 3.16 et le corollaire pre´ce´dent.
✷
3.2.3 Cas des champs de Deligne-Mumford : Cohomologie a` coefficients
dans les repre´sentations
Dans le cas des champs de Deligne-Mumford, le the´ore`me de de´vissage
2.15 est plus pre´cis, et permet d’e´tendre les formules de Riemann-Roch
au cas des morphismes non repre´sentables.
Nous revenons un moment au cas ou` S est un sche´ma re´gulier uni-
versellement japonais.
Pour simplifier les e´nonce´s et les notations, on supposera que S con-
tient les racines de l’unite´. On fixera alors un plongement
µt∞(S) →֒ µ∞(C)
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qui nous permettra d’identifier par la suite le faisceau Λ avec un sous-
faisceau constant K →֒ Qab. Comme K est un corps, on a
Krep∗ (F ) ≃ K∗(I
t
F )⊗K →֒ K∗(I
t
F )⊗Q
ab
Nous faisons remarquer au lecteur que cette hypothe`se supple´mentaire
n’est pas tre`s restrictive. En effet, si F est un champ de Deligne-
Mumford, il existe un changement de base galoisien de S, tel que le
faisceau µm soit constant sur Set, avec m un multiple de tous les ordres
de ramifications de F . On peut alors redescendre sur S par le proce´de´
de descente galoisienne 2.6 (1).
Rappelons que l’on a construit un morphisme
F : K(I tF ) −→ K
rep(F )
Nous noterons e´galement, pour ζ ∈ µ∞(S)
Fζ : Vect(I
t
F ) −→ Vect(I
t
F )
le foncteur qui a un fibre´ vectoriel V sur I tF , associe le sous-fibre´ vectoriel
V (ζ) sur lequel la section canonique S ( 2.3.1 ) ope`re par multiplication
par ζ .
De´finition 3.24 Soit F un champ de Deligne-Mumford.
1. Si F est re´gulier, sa classe de ramification est de´finie par
αrepF := F (λπF ) ∈ K
rep(F )
ou` πF : I
t
F −→ F est la projection, et F : K(I
t
F ) −→ K
rep
 (F ) est
de´fini dans 2.15.
2. Soit S = Speck, et H est une des deux the´ories cohomologiques
avec images directes cite´e dans 3.1.1. On de´finit la cohomologie et
l’homologie a` coefficients dans les repre´sentations par
•
Hprep(F, q) := πdq−pH((I
t
F )li,H
q ⊗K)
Hrepp (F, q) := πdq−pH((I
t
F )li,H
′
q ⊗K)
si H est la the´orie de Gersten.
•
Hprep(F, q) := πdq−pH((I
t
F )li,H
q)
Hrepp (F, q) := πdq−pH((I
t
F )li,H
′
q)
si k est de caracte´ristique nulle, et H est la cohomologie de De
Rham
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On notera aussi
H•rep(F, ∗) :=
⊕
p,q
Hprep(F, q)
Hrep• (F, ∗) :=
⊕
p,q
Hrepp (F, q)
3. Si F est lisse sur S = Speck, sa classe de Todd est de´finie par
Tdrep(F ) := Ch(αrepF )
−1.T d(TIt
F
) ∈ Hrep•(F, ∗)
4. Le caracte`re de Chern est de´fini par
Chrep : K∗(F)
φF //Krep∗ (F )
Ch // H•rep(F, ∗)
5. Si F est lisse sur S = Speck et que son espace de modules est quasi-
projectif, alors la transformation de Riemann-Roch est de´finie par
τ repF : G∗(F ) −→ H
•
rep(F, ∗)
x 7→ Chrep(x).T drep(F )
Remarquons que le meˆme argument que 3.10 montre que, si F est
un champ de Deligne-Mumford re´gulier, alors I tF est aussi re´gulier, et de
plus αrepF est inversible. Ainsi, la de´finition (2) posse`de un sens.
Pour tout champ alge´brique de Deligne-Mumford, il existe une section
canonique F →֒ I tF correspondant a` l’identite´. Cette section induit donc
des isomorphismes naturels
H•rep(F, ∗) ≃ H
•(F, ∗)⊕H•rep 6=1(F, ∗)
Hrep• (F, ∗) ≃ H•(F, ∗)⊕H
rep 6=1
• (F, ∗)
compatibles avec les produits et les classes caracte´ristiques.
Nous ne rede´montrerons pas les proprie´te´s des the´ories H•rep(F, ∗), et
Hrep• (F, ∗). Elles sont en tout point analogues a` celles de la cohomologie
a` coefficients dans les caracte`res.
Remarque: Supposons que k = C, et que l’on prenne la cohomologie
de De Rham. Si F est un champ de Deligne-Mumford lisse, on peut lui
associer un champ analytique F an ( 5.6 ). Le the´ore`me de comparaison
de Grothendieck ( [Gr, Thm. 1′] ) donne alors un isomorphisme de
C-alge`bres
H•rep(F, 0) ≃ H
•((IF )
top,C)
ou` (IF )
top est le site topologique sur (IF )
an, et C le faisceau constant de
fibre C. Soit π : IF → F la projection, et p : F → M la projection sur
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l’espace de modules. On pose R = p∗ ◦ π∗(C); c’est un faisceau en
C-alge`bres surM top, dont la fibre au point x ∈M est isomorphe a`C(Hx),
la C-alge`bre des fonctions centrales sur le groupe d’isotropie Hx de x.
Ainsi
H•rep(F, 0) ≃ H
•(M top, R)
Cet isomorphisme explique le nom de ”cohomologie a` coefficients dans
les repre´sentations”, en gardant a` l’esprit que les e´le´ments de C(Hx)
s’identifient a` des repre´sentations virtuelles de Hx a` coefficients com-
plexes.
Le the´ore`me suivant est la version e´tendue de 3.16
The´ore`me 3.25 ( Lefschetz-Riemann-Roch ) Supposons que S est re´gulier.
Soit QDM ( resp. DM ) la sous-cate´gorie de HoChAlg(S) des champs
de Deligne-Mumford sur S, et dont l’espace de modules est quasi-projectif
sur S ( resp. des champs de Deligne-Mumford sur S ). Alors, pour
chaque F objet de DM, il existe un unique morphisme
ψF : G∗(F ) −→ G
rep
∗ (F )
tel que :
1. Si F est lisse sur S, et dans QDM, alors
ψF : K∗(F ) −→ G
rep
∗ (F )
x 7→ (αrepF )
−1.φF (x)
2. Pour tout morphisme propre de dimension cohomologique finie de
DM, f : F −→ F ′, on a
f∗ ◦ ψF = ψF ′ ◦ f∗
dans l’un des cas suivants
• le morphisme f est repre´sentable
• le champ F est lisse sur S
3. Si f : F −→ F ′ est un morphisme repre´sentable et e´tale de champs
de DM, alors
ψF ◦ f
∗ = f ∗ ◦ ψF ′
4. Pour tout champ F de DM, tout x ∈ G∗(F ) et tout y ∈ K∗(F ), on
a
ψF (x.y) = ψF (x).φF (y)
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5. Pour tout morphisme propre de dimension cohomologique finie,
f : F −→ F ′ de champs de DM, le diagramme suivant commute
G(F )
f∗ //
ψF

G(F
′)
ψF ′

G
rep
0 (F ) f∗
//G
rep
0 (F
′)
Par la suite, nous dirons ”sche´ma”, pour ”S-sche´ma”. Les termes
”projectifs”, ”fortement projectif”, ”lisse” ... feront re´fe´rence aux no-
tions relatives sur S.
Preuve: Notons que la meˆme preuve que 3.16, montre que la trans-
formation naturelle
ψF := (α
rep
F )
−1.φF
commute avec les images directes de morphismes fortement projectifs en-
tre champs lisses de QDM.
De´finition de ψF :
Soit F un champ deDM. Nous dirons qu’un champ simplicial q : F• −→ F
augmente´ et propre ( 2.7 ) sur F , est une enveloppe si :
• Pour tout [m] ∈ ∆op Fm est une gerbe triviale sur un sche´ma quasi-
projectif et borne´e par un faisceau constant de groupes finis (donc
des re´unions disjointes de Xn × BHn.
• Les morphismes de faces et de´ge´ne´rescences Fm −→ Fn sont propres
repre´sentables et de la forme f × ρ : Xn × BHn −→ Xm × BHm,
pour f : Xn −→ Xm et ρ : Hn −→ Hm.
• Le morphisme induit ( 2.7 )
q∗ : G∗(F•)Q −→ G∗(F )Q
est un isomorphisme.
Lemme 3.26 1. Il existe toujours une enveloppe pour F .
2. Deux enveloppes quelconques de F sont domine´es par une troisie`me.
3. Pour tout 1-morphisme de champs de DM, f : F −→ F ′, il existe
un diagramme commutatif de champs simpliciaux augmente´s
F•
f• //
b

F ′•
a

F
f
// F ′
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avec a et b des enveloppes.
Preuve: La preuve est la meˆme que [G3, 3.1, 3.2, 3.3], mais en rem-
plac¸ant le mot ”enveloppe” par ”quasi-enveloppe de Chow”. ✷
Conside´rons alors F un champ de DM, et q : F• −→ F une enveloppe.
Lemme 3.27 Il existe un morphisme ψF• dans la cate´gorie homotopique
des spectres simpliciaux, entre
[n] 7→ G(Fn)
et
[n] 7→ Grep(Fn),
telle que pour tout [n], le morphisme induit G(Fn) −→ G
rep(Fn) soit le
morphisme φm.
Preuve: Pour chaque [n] ∈ ∆, on a une e´quivalence de spectres
Grep(Fn) −→ G(MIFn)K
ou` MIFn est l’espace de modules du champ I
t
Fn . Ainsi, le spectre sim-
plicial [n] 7→ Grep(Fn) est e´quivalent a` [n] 7→ G(MIFn)K .
D’un autre cote´, pour tout [n] ∈ ∆, on dispose du morphisme naturel
G(Fn) −→ G(Xn)⊗K(Hn),
ou` K(Hn) est l’alge`bre des fonctions centrales sur Hn, nulles sur les
e´le´ments d’ordre non-inversible sur S, a` valeurs dans K. Il est de´fini
exactement de la meˆme fac¸on que le morphisme φ. Si f × ρ : Xn ×
BHn −→ Xm × BHm est un morphisme de transition, alors on dispose
de
f∗ × Indρ : G(Xn)⊗K(Hn) −→ G(Xm)⊗K(Hm).
Ici, f∗ est l’image directe pour la version strictement fonctorielle de G,
et Indρ : K(Hn) −→ K(Hm) est e´gal par de´finition a` [Hn : Hm] fois le
morphisme d’induction des caracte`res (remarquer qu’ici Hn −→ Hm est
injectif).
Ce morphisme est de plus fonctoriel pour les images directes pour
Fn −→ Fm, et donc de´finit un morphisme de spectres simpliciaux, entre
[n] 7→ G(Fn) et [n] 7→ G(Xn)⊗K(Hn).
Enfin, il est clair que G(Xn)⊗K(Hn) ≃ G(MIFn)K , et donc [n] 7→
G(MIFn)K est e´quivalent a` [n] 7→ G(Xn)⊗K(Hn).
En conclusion, on a un diagramme de spectres simpliciaux
G(F•) −→ G(MIF•)K ≃ G
rep(F•),
ce qui de´finit bien le morphisme cherche´ dans la cate´gorie homotopique.
✷
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Le lemme pre´ce´dent implique que l’on peut de´finir un morphisme de
spectres ( 2.7 )
ψF• : G∗(F•/F )Q −→ G
rep
∗ (F•/F )K
On de´finit alors ψF par le diagramme commutatif suivant dans HoSp
G∗(F•/F )Q
q∗

ψF• //Grep∗ (F•/F )K
Iq∗

G∗(F )Q
ψF //Grep∗ (F )K
Cette de´finition posse`de un sens, car d’apre`s 2.6, on sait que q∗ est un
isomorphisme.
Les proprie´te´s des enveloppes rappele´es dans 3.26 et une autre appli-
cation du lemme pre´ce´dent montre que ψF est inde´pendant du choix de
l’enveloppe.
Remarquons enfin, que si q0 : F0 −→ F est une quasi-enveloppe de
Chow, avec q0 un morphisme propre et repre´sentable, et F0 une gerbe
triviale, on peut construire une enveloppe q : F• −→ F , avec
q = q0 : F0 −→ F . Alors, comme le champ simplicial constant F0 est
une enveloppe pour F0, on a
(Iq0)∗ψF0 = ψF (q0)∗
Preuve de (1):
Commenc¸ons par une petite digression sur les orbifolds lisses deQDM :
ce sont les champs F de QDM,lisses sur S, tel que πF : IF −→ F soit
birationnel.
Lemme 3.28 Soit F un orbifold lisse et connexe de QDM. Alors il
existe un sche´ma lisse et quasi-projectif X, une action du S-sche´ma en
groupes Gln/S sur X, et une e´quivalence de champs
F ≃ [X/Gln/S]
Preuve: La preuve qui suit m’a e´te´ communique´e par A. Kresch.
Soit q : T k −→ F le Gln/S-torseur correspondant au fibre´ vectoriel
des k-jets sur F ( relatif a` S ). Commenc¸ons par montrer que T k est
repre´sentable de`s que k est assez grand.
Comme ceci est local sur l’espace de modules de F , on peut supposer
que F = [X/H ], est le quotient d’un sche´ma quasi-projectif lisse et con-
nexe par un groupe fini. Dire que F est un orbifold est alors e´quivalent
a` dire qu’aucun e´le´ment de H ne fixe le point ge´ne´rique de X , ou encore
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que pour tout h ∈ H , le sous-sche´ma des points fixes de h dans X est un
ferme´ strict, Xh →֒ X .
Soit x : Speck(x) −→ X un point ge´ome´trique, et conside´ronsHx −→ Gl(T kX,x)
l’action du sous-groupe d’isotropie de x sur l’espace des k-jets en x.
Comme pour h ∈ Hx, T kXh,x ≃ (T
k
X,x)
h, cette action est fide`le pour k
assez grand. Ainsi, pour tout point ge´ome´trique x de X , le morphisme
naturel
Hx −→ Gl(T
k
X,x) ≃ Gln/k(x)
est injectif pour k assez grand.
Soit T kX le Gln/S-torseur des k-jets sur X ( relativement a` S ). Alors
le champ T k est e´quivalent au champ quotient [T kX/H ]. Or, comme
pour tout point ge´ome´trique x de X , le morphisme naturel de Hx dans
Gln/k(x) est injectif, H ope`re sans points fixes sur T
k
X . Ainsi, le champ
T ≃ [T kX/H ] est repre´sentable par le S-sche´ma quotient T
k
X/H .
De plus, si M est l’espace de modules de F , le morphisme induit
T k −→ M est affine. Comme M est quasi-projectif sur S, il en est de
meˆme de T k.
On vient donc de de´montrer que F ≃ [T k/Gln/S], avec T
k un S-
sche´ma quasi-projectif et lisse. ✷
A l’aide du lemme pre´ce´dent, et de [Th2], on sait que tout faisceau
cohe´rent sur un orbifold est quotient d’un fibre´ vectoriel, et que F admet
un faisceau inversible ample. En particulier, tout morphisme propre et
repre´sentable f : F ′ −→ F est fortement projectif.
Revenons au cas ge´ne´ral d’un champ lisse de QDM. On sait qu’il
existe un morphisme
p : F −→ F ′
ou` F ′ est un orbifold lisse de QDM, et p fait de F une gerbe de groupe
fini sur F ′ ( [S2] ). On choisit a` l’aide de 1.21 une quasi-enveloppe de
Chow, repre´sentable
r : F ′0 −→ F
′
avec F ′0 une gerbe triviale sur un sche´ma quasi-projectif. Posons
q : F0 = F
′
0 ×F ′ F −→ F le morphisme induit. Alors F0 est une gerbe
sur F ′0, donc est encore une gerbe.
Comme r est fortement projectif ( par 3.28 ), q l’est aussi. En effectu-
ant un changement de base fini de l’espace de modules de F0, ce qui ne
change pas le caracte`re fortement projectif de q, on peut meˆme supposer
que c’est une gerbe triviale.
Montrons alors que q∗ : G∗(F)Q −→ G∗(F )Q est surjectif.
En effet, comme q est fortement projectif, on peut utiliser le the´ore`me
de Lefschetz-Riemann-Roch pour les morphismes fortement projectifs,
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qui nous donne un diagramme commutatif
G∗(F)K
(αrep
F0
)−1.φF
//
q∗

Grep∗ (F0)
q∗

G∗(F)K
(αrep
F
)−1.φF
//Grep∗ (F )
Comme les fle`ches horizontales sont des isomorphismes, il suffit de mon-
trer que q∗ : G
rep(F0) −→ G
rep(F ) est surjectif, ce qui est une conse´quence
directe du lemme suivant.
Lemme 3.29 Soit f : F ′ −→ F un morphisme fini repre´sentable et
surjectif de champs, avec F lisse. Alors, le morphisme
f∗ : G∗(F
′) −→ G∗(F )
est surjectif.
Preuve: A l’aide de la dualite´ de Poincare´ 2.2, on peut utiliser la
formule de projection pour f . Ceci implique que
f∗(f
∗(x)) = x.f∗(1)
pour x ∈ G∗(F ). Il suffit donc de montrer que f∗(1) est inversible dans
G0(F ), ce qui, d’apre`s le lemme 3.11, est local sur Fet. On peut donc sup-
poser que F et F ′ sont des sche´mas quasi-projectifs. Mais f∗(1) posse`de
un rang e´gal au degre´ de f , qui est non-nul, car f est dominant. Ainsi
f∗(1) ∈ G(F )Q a un rang inversible, donc est inversible ( [F-L] ). ✷
Soit x ∈ G∗(F )Q. On vient de voir que l’on peut e´crire x = q∗(y),
avec y ∈ G∗(F)Q. On applique alors une nouvelle fois la formule pour
le cas des morphismes fortement projectifs, a` q et y
(αrepF )
−1φF (q∗(y)) = Iq∗φF0(y)
Ainsi, comme Iq∗(φF0(y)) = ψF (x), on a
ψF = (α
rep
F )
−1.φF
Preuve de (2):
Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre de dimension cohomologique
finie.
Cas ou` f est repre´sentable : D’apre`s 3.26, on peut trouver un dia-
gramme commutatif de champs simpliciaux augmente´s ( 2.7 )
F•
f• //
b

F ′•
a

F
f
// F ′
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avec a et b des enveloppes. En prenant les images par les foncteurs G
et Grep, ce diagramme induit deux diagrammes commutatifs dans HoSp
( 2.7 )
G(F•)
(f•)∗ //
b∗

G(F ′•)
a∗

Grep(F•)
(f•)∗ //
b∗

Grep(F ′•)
a∗

G(F )
f∗
//G(F ′) Grep(F )
f∗
//Grep(F ′)
Le morphisme φ de´finit alors un morphisme entre ces deux diagrammes
G(F•)Q
φF•

(f•)∗ //
a∗xxqqq
qq
qq
qq
q
G(F ′•)Q
φF ′•

b′∗xxqqq
qq
qq
qq
q
G(F )Q
φF

f∗ //G(F ′)Q
φF ′

Grep(F•)
(f•)∗
//
a∗xxqqq
qq
qq
qq
q
Grep(F ′•)
b∗xxqqq
qq
qq
qq
q
Grep(F )
f∗
//Grep(F ′)
Ce qui, par de´finition, implique que
f∗ ◦ ψF = ψF ′ ◦ f∗
Cas ou` F est lisse : Soit q′ : F ′0 −→ F
′ une quasi-enveloppe de Chow,
avec F ′0 une gerbe triviale, et q
′ un morphisme repre´sentable fini ( 1.21 ).
Notons q : F ′0×F ′F −→ F la quasi-enveloppe induite, r : F0 −→ F
′
0 ×F ′ F
une seconde quasi-enveloppe de Chow par une gerbe triviale, et r un mor-
phisme repre´sentable fini. Conside´rons le diagramme commutatif suivant
F0
g //
p

F0
q′

F
f
// F ′
Nous avons de´ja` vu pre´ce´demment que le morphisme induit
p∗ : G∗(F)Q −→ G∗(F )Q
est surjectif.
Soit x ∈ G∗(F )Q, et y ∈ G∗(F)Q tel que p∗(y) = x. Alors
ψF (x) = ψF (p∗(x))
= p∗ψF0(y)
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par de´finition de ψF . Ainsi, si l’on savait que
g∗ψF0 = ψF ′0g∗
on aurait
f∗ψF (x) = f∗ψF (p∗(x))
= f∗p∗ψF0(y)
= q′∗g∗ψF0(y)
= q′∗ψF ′0(g∗(y))
= ψF ′(q
′
∗g∗(y))
= ψF ′(f∗p∗(y))
= ψF ′(f∗(x))
Il nous reste donc a` de´montrer le lemme suivant
Lemme 3.30 Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre de dimension
cohomologique finie de gerbes triviales de Deligne-Mumford, alors le dia-
gramme suivant commute
G∗(F )
f∗ //
φF

G∗(F
′)
φF ′

Grep∗ (F ) f∗
//Grep∗ (F
′)
Preuve : Factorisons f par son ”espace de modules relatif”
f : F
k // F ′′
h // F ′
Le morphisme k est, par de´finition, le morphisme universel vers les champs
qui sont repre´sentable sur F ′.
Remarquons qu’un tel champ existe. Comme l’existence de ce champ
est locale sur F ′et, il suffit de montrer qu’il existe lorsque F
′ est un sche´ma.
Mais dans ce cas, F ′′ est tout simplement l’espace de modules de F .
On peut donc supposer que f = k. Dans ce cas les champs F et F ′
sont des gerbes sur M , l’espace de modules de F , et le morphisme induit
par f est l’identite´ sur M . De plus, le morphisme f fait de F une gerbe
e´tale sur F ′, borne´e par un groupe fini K. Ce qui implique en particulier
que f est e´tale ( e´ventuellement non repre´sentable ).
Formons alors le carre´ carte´sien suivant
F
f // F ′
F ′′
u
OO
u
// F
f
OO
Supposons que l’on ait de´montre´ le lemme pour le morphisme u, alors,
par la formule de transfert ( 2.18 ), et la fonctorialite´ de φ pour les images
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re´ciproques, on peut e´crire
f ∗f∗φF = g∗g
∗φF
= g∗φF ′′g
∗
= φFg∗g
∗
= φFf
∗f∗
= f ∗φF ′f∗
Or, on sait que f∗f
∗ = × 1
k
, ou` k est l’ordre de K. Ainsi, en multipliant
par k.f∗, on trouve
f∗φF = φF ′f∗
Il nous reste a` de´montrer la formule pour u. Or, par construction, u
posse`de une section s : F −→ F ′′. Ainsi, F ′′ est une gerbe triviale sur
F . On peut donc supposer que F ′′ = F ×S BK, ou` BK = [S/K], et u
la projection
b : F ×S BK −→ F
On utilise alors la ”formule de Kunneth” pour F ′′.
Lemme 3.31 Soit a : F ×S BK −→ BK, et b : F ×S BK −→ F les
deux projections. Alors, le morphisme
a∗.b∗ : K(BK)⊗K(S) G∗(F ) −→ G∗(F × BK)
est bijectif.
Preuve: Soit SpecA →֒ SpecZ l’image du morphisme canonique S −→ SpecZ.
Comme K est d’ordre premier aux caracte´ristiques de S, le SpecA-
sche´ma en groupes qu’il de´finit est re´ductif. Notons alors R(K) un
syste`me de repre´sentants des classes d’isomorphie des objets simples de
la cate´gorie Coh([SpecA/K]). Ce sont aussi les objets simples de la
cate´gorie des A[K]-modules. Le the´ore`me de de´vissage de Quillen [Q,
5.1], implique alors qu’il existe un isomorphisme canonique
K(BK) ≃
⊕
R(K)
K(S)
De meˆme, il existe un isomorphisme
G∗(F ×S BK) ≃
⊕
R(K)
G∗(F )
et le lemme s’en suit. ✷
Soit x ∈ G∗(F ×S BK)Q. On e´crit x = a∗(y).b∗(z), avec y ∈ K(BK)
et z ∈ G∗(F ). Notons p : BK −→ S, et q : F −→ S les deux projections.
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Supposons que le lemme soit de´montre´ pour F = BK, F ′ = S, et pour
les e´le´ments de G(F ), alors
φF (b∗(x)) = φF (b∗(a
∗(y).b∗(z)))
= φF (b∗a
∗(y).z)
= φF (q
∗p∗(y).z)
= q∗φSpeck(p∗(y)).φF (z)
= q∗p∗(φBK(y)).φF (z)
= b∗a
∗(φBK(y)).φF (z)
= b∗φF×BK(a
∗(y)).φF (z)
= b∗(φF×BK(a
∗(y)).b∗φF (z)
= b∗(φF×BK(a
∗(y)).φF×BK(b
∗(z)))
= b∗(φF×BK(a
∗(y).b∗(z)))
= b∗(φF×BK(x))
On s’est donc ramene´ au cas ou` F = BK, et f est le morphisme
structural
f : BK −→ S
En identifiant Coh(F ) avec la cate´gorie des repre´sentations de H dans
Coh(S), le morphisme
f∗ : G(F )Q −→ G(S)Q
associe a` un OS-module cohe´rent muni d’une action de H , son sous-
module des invariants.
De plus, Grep0 (F ) est isomorphe a` l’anneau des fonctions centrales de
H dans G(S)K . Et par cet isomorphisme, le morphisme
φF : G(F ) −→ G(S)K
associe a` une repre´sentation V de H dans Coh(S) ”son caracte`re”
χ : K −→ G(S)K
h 7→
∑
ζ∈µ∞(S)
ζ.V h,(ζ)
ou` V h,(ζ) est le sous-module de V sur lequel h ope`re par multiplication
par ζ .
Enfin, le morphisme
f∗ : G
rep(F ) −→ G(S)K
est alors donne´ par
f∗(χ) =
1
k
.
∑
h∈K
χ(h)
pour toute fonction centrale
χ : K −→ G(S)K
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La formule a` de´montrer se traduit donc par
[V K ] =
1
k
.
∑
h∈K
ζ.[V h,(ζ)]
en tant qu’e´le´ments de G(S)K . Ce qui est une formule bien connue.
Preuve de (3) :
Soit f : F −→ F ′ un morphisme repre´sentable e´tale, q′ : F ′• −→ F
′ une
enveloppe, q : F• := F
′
•×F ′F −→ F l’enveloppe induite, et f• : F• −→ F
′
•
le morphisme induit.
Soit x ∈ G∗(F ′)Q, et x = q′∗(y), avec y ∈ G∗(F
′
•/F
′)Q. Alors, par la
formule de transfert, on a
f ∗(x) = q∗f
∗
• (y)
Ainsi,
ψF (f
∗x) = q∗(φF•(f
∗
• (y)))
= q∗(f
∗
•φF•(y))
= f ∗(q′∗φF•(y))
= f ∗ψF ′(x)
Preuve de (4) :
Soit x ∈ G∗(F ) et y ∈ K∗(F ). Ecrivons
x = q∗(z)
avec q : F• −→ F une enveloppe, et z ∈ G∗(F•)Q. Alors, comme
q∗(z.q
∗(y)) = x.y, on a
ψF (x.y) = q∗(φF•(z.q
∗(y)))
= q∗(φF•(z).φF•(q
∗(y)))
= q∗(φF•(z).q
∗φF (y))
= q∗(φF•(z)).φF (y)
= ψF (x).φF (y)
Preuve de (5) : C’est la meˆme que le second cas du point (2), car
on a le re´sultat suivant.
Lemme 3.32 Soit q : F0 −→ F une quasi-enveloppe de Chow, avec q
repre´sentable et fini. Alors le morphisme
q∗ : G(F)Q −→ G(F )Q
est surjectif.
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Preuve : On proce`de par re´currence noethe´rienne dans F .
Soit i : U →֒ F un ouvert non-vide de F lisse, et F ′ →֒ F son
comple´mentaire re´duit. On dispose alors d’un morphisme de suites ex-
actes longues
G(f
−(F ′))Q //
f∗

G(X)Q //
f∗

G(f
−(U))Q //
f∗

0

G(F
′)Q //G(F )Q //G(U)Q // 0
Le ”lemme des cinq” implique donc qu’il nous suffit de conside´rer le cas
de U . On suppose donc que F est lisse. Mais alors on a de´ja` vu que f∗
est surjectif. ✷
✷
Pour la suite on suppose que S = Speck, avec k un corps contenant
les racines de l’unite´.
The´ore`me 3.33 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Pour chaque F objet
de QDM, il existe un unique morphisme
τF : G∗(F ) −→ H•(F, ∗)
tel que :
1. Si F est lisse dans QDM, alors
τF : G∗(F ) −→ H•(F, ∗)
x 7→ Td(TF ).Ch(x)
De meˆme, si X est un sche´ma quasi-projectif, τX coincide avec le
morphisme de´fini dans [G, 4.1].
2. Pour tout morphisme propre de QDM, f : F −→ F ′, on a
f∗ ◦ τF = τF ′ ◦ f∗
3. Si f : F −→ F ′ est un morphisme repre´sentable et e´tale de champs
de QDM, alors
τF ◦ f
∗(x) = f ∗ ◦ τF ′(x)
pour tout x ∈ G0(F
′).
4. Pour tout champ F de QDM, tout x ∈ G0(F ) et tout y ∈ K∗(F ),
on a
τF (x.y) = τF (x).Ch(y)
116
5. La transformation naturelle τF : G0(F ) −→ H•(F, ∗) se prolonge de
fac¸on unique a` une transformation naturelle de foncteurs covariants
sur (DM, pr.), la sous-cate´gorie des champs de Deligne-Mumford et
morphismes propres.
Preuve: La preuve suit le meˆme principe que celle de 3.25.
De´finition de τF :
Soit F un champ de QDM, et p : F −→ M la projection sur son
espace de modules. On de´finit τF par le carre´ commutatif suivant
G∗(F )
τF //
p∗

H•(F, ∗)
p∗

G(M)Q τM
// H•(M, ∗)
ou` τF est le morphisme de´fini dans [G, 4.1]. Cette de´finition posse`de un
sens car, d’apre`s 2.6, le morphisme p∗ est bijectif.
Preuve de (1) :
Commenc¸ons par le cas ou` F est un orbifold. D’apre`s 3.28, on sait que
tout morphisme propre et repre´sentable F ′ −→ F est en re´alite´ fortement
projectif.
Soit f : X −→ F un morphisme propre et surjectif avec X un sche´ma
quasi-projectif et lisse ( [Jo] ). Alors, comme F est lisse, la formule de
projection implique que le morphisme
f∗ : G∗(X)Q −→ G∗(F )
est surjectif. Notons q : X −→M le morphisme induit.
Si x ∈ G∗(F ), on peut e´crire x = f∗(y), avec y ∈ G∗(X)Q. Alors, par
de´finition de τF , et par la formule de Grothendieck-Riemann-Roch pour
les sche´mas ( [G, 4.1] )
τF (x) = (p∗)
−1τM(q∗(y))
= (p∗)
−1q∗(τX(y))
= (p∗)
−1q∗(Td(X).Ch(y))
= f∗(Td(X).Ch(y))
Or, une application de la formule de Grothendieck-Riemann-Roch au
morphisme f , qui est fortement projectif, donne
f∗(Td(X).Ch(y)) = Td(TF ).Ch(x).
Dans le cas d’un champ lisse F de QDM, on peut trouver un mor-
phisme
q : F −→ F0
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qui fait de F une gerbe sur F0, et avec F0 un orbifold lisse. Remarquons
alors que le morphisme naturel
Tq : TF −→ q
∗TF0
est un isomorphisme.
Le lecteur ve´rifiera que l’on peut utiliser le point (2) sans tomber dans
un cercle vicieux.
Notons alors, p : F −→ M , et p0 : F0 −→ M les projections sur
l’espace de modules. On a e´videmment p0 ◦ q = p. Ainsi, par (2) et le
cas pre´ce´dent
τF (x) = p
−1
∗ (τM(p∗(x)))
= q−1∗ (p0)
−1
∗ (τM((p0)∗q∗(x)))
= q−1∗ (τF0(q∗(x)))
= q−1∗ (Td(TF0).Ch(q∗(x)))
Lemme 3.34 Soit q : F −→ F0 un morphisme de champs de Deligne-
Mumford, lisses et connexes, qui fasse de F une gerbe borne´e par un
groupe fini H sur F0. Alors
q∗q∗ : H
•(F, ∗) −→ H•(F, ∗)
est la multiplication par 1
m
, ou` m est l’ordre de H.
Preuve: Conside´rons le diagramme carte´sien
F
q // F0
F1
a
OO
b
// F
q
OO
Comme q est e´tale, la formule de transfert 2.18 implique que
q∗q∗(x) = b∗a
∗(x)
pour tout x ∈ H•(F, ∗)Q. Or b est une gerbe triviale de groupe H . Ainsi,
F1 ≃ F × [Speck/H ]. La formule de transfert nous rame`ne alors au cas
ou` q : F = [Speck/H ] −→ F0 = Speck est la projection naturelle. Soit
e : F0 −→ F le H-torseur universel, qui est une section de q. Alors,
y = 1
m
.e∗(x) est un ante´ce´dent de x par q∗. Ainsi
q∗q∗(x) =
1
m
.(e ◦ q)∗(x) =
1
m
.x
✷
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Comme on sait que q∗ est un isomorphisme, le lemme ci-dessus montre
que
q∗ =
1
m
.(q∗)
−1
q∗ =
1
m
.(q∗)−1
Donc
τF (x) = q
−1
∗ (Td(TF0).Ch(q∗(x)))
= m.q∗(Td(TF0).Ch(q∗(x)))
= m.Td(q∗(TF0)).q
∗Ch(q∗(x))
= m.Td(TF ).Ch(q
∗q∗(x))
= m.Td(TF ).Ch(
1
m
.x)
= Td(TF ).Ch(x)
Pour finir, le cas d’un sche´ma X est e´vident, car M = X et la projec-
tion naturelle est p = Id : X −→ X .
Preuve de (2) :
Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre de champs de QDM. Notons
p : F −→ M et p′ : F ′ −→M ′ les projections sur les espaces de modules,
ainsi que Mf : M −→ M ′ le morphisme induit. Alors, pour x ∈ G∗(F ),
on a
τF ′(f∗(x)) = (p
′
∗)
−1τM ′(p
′
∗f∗(x))
= (p′∗)
−1τM ′(Mf∗p∗(x))
= (p′∗)
−1Mf∗τM (p∗(x))
= f∗(p∗)
−1τM (p∗(x))
= f∗τF (x)
Preuve de (3) :
Soit u : F −→ F ′ repre´sentable et e´tale.
Lemme 3.35 Soit f : X −→ F un morphisme propre, tel que pour tout
sous-champ irre´ductible F ′ →֒ F , il existe une composante irre´ductible
X ′ de X au-dessus de F ′, telle que f : X ′ −→ F ′ soit ge´ne´riquement fini.
Alors le morphisme
f∗ : G(X)Q −→ G(F )
est surjectif.
Preuve : On proce`de par re´currence noethe´rienne dans F .
Soit i : U →֒ F un ouvert non-vide de F lisse, et F ′ →֒ F son
comple´mentaire re´duit. On dispose alors d’un morphisme de suite exactes
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longues
G(f
−(F ′))Q //
f∗

G(X)Q //
f∗

G(f
−(U))Q //
f∗

0

G0(F
′) //G0(F ) //G0(U) // 0
Le ”lemme des cinq” implique donc qu’il nous suffit de conside´rer le cas
de U . On suppose donc que F est lisse. Mais alors f : X −→ F e´tant
propre et surjectif, on a de´ja` vu que f∗ est surjectif. ✷
Soit x ∈ G0(F
′), et f ′ : X ′ −→ F ′ un morphisme comme dans le
lemme, avec y ∈ G(X ′)Q et f ′∗(y) = x. Notons f : X = X
′×F ′F −→ F ,
et v : X −→ X ′ les morphismes induits. Alors, a` l’aide de (2) et du cas
des sche´mas [G], on a
u∗τF ′(x) = u
∗τF ′(f
′
∗(y))
= u∗f ′∗τX′(y)
= f∗v
∗τX′(y)
= f∗τX(v
∗(y))
= τF (f∗v
∗(y))
= τF (u
∗f ′∗(y))
= τF (u
∗(x))
Preuve de (4) :
Soit x ∈ G0(F ) et y ∈ K∗(F ). Choisissons un morphisme propre et
surjectif
f : X −→ F
avec X un sche´ma quasi-projectif, tel que x = f∗(z), avec z ∈ G(X)Q.
Un tel morphisme existe d’apre`s [Vi2, 2.6], et le lemme 3.35. On a alors
x.y = f∗(x.f
∗(y)), et donc, en utilisant le point (2) et le cas des sche´mas
τF (x.y) = τF (f∗(z.f
∗(y)))
= f∗τX(z.f
∗(y))
= f∗τX(z).f
∗Ch(y)
= f∗(τX(z)).Ch(y)
= τF (f∗(z)).Ch(y)
= τF (x).Ch(y)
Preuve de (5) :
Soit F un champ de Deligne-Mumford, et p : F −→ M la projec-
tion sur son espace de modules. Alors, on de´finit τF par le diagramme
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commutatif suivant
G0(F )
τF //
p∗

H•(F, ∗)
p∗

G(M)Q τM
// H•(M, ∗)
ou` τM est de´fini dans [G2, 7]. Il est clair que cette de´finition re´pond aux
conditions demande´es. ✷
Les the´ore`mes 3.25 et 3.33 peuvent se composer. On obtient de cette
fac¸on le the´ore`me de Grothendieck-Riemann-Roch sous sa forme finale.
The´ore`me 3.36 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Pour chaque F objet
de QDM, il existe un unique morphisme
τ repF : G∗(F ) −→ H
rep
• (F, ∗)
tel que :
1. Si F est lisse dans QDM, alors
τ repF : G∗(F ) −→ H
rep
• (F, ∗)
x 7→ Tdrep(F ).Chrep(x)
De meˆme, si X est un sche´ma quasi-projectif, τ repX coincide avec le
morphisme de´fini dans [G, 4.1].
2. Pour tout morphisme propre de QDM, f : F −→ F ′, on a
f∗ ◦ τ
rep
F = τ
rep
F ′ ◦ f∗
dans l’un des deux cas suivants
• le morphisme f est repre´sentable
• le champ F est lisse
3. Si f : F −→ F ′ est un morphisme repre´sentable et e´tale de champs
de QDM, alors
τ repF ◦ f
∗(x) = f ∗ ◦ τ repF ′ (x)
pour tout x ∈ G(F ′).
4. Pour tout champ F de QDM, tout x ∈ G(F ) et tout y ∈ K∗(F ),
on a
τ repF (x.y) = τ
rep
F (x).Ch
rep(y)
5. La transformation naturelle τ repF : G(F ) −→ H
rep
• (F, ∗) se pro-
longe de fac¸on unique a` une transformation naturelle de foncteurs
covariants sur (DM, pr.), la sous-cate´gorie des champs de Deligne-
Mumford et morphismes propres.
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Preuve : On de´finit τ repF par la composition
τ repF : G∗(F )
ψF //G(I tF )K
τ
It
F // H•(I
t
F , ∗) = H
rep
• (F, ∗)
Les cinq assertions du the´ore`me sont alors obtenues en composant les
cinq assertions des the´ore`mes 3.25 et 3.33. ✷
En utilisant le the´ore`me 2.27, ainsi que les lemmes sur l’existence
des quasi-enveloppes de Chow ( 1.21 (2) ), on peut montrer le the´ore`me
suivant, dont nous ferons l’e´conomie de la de´monstration ( qui est tout
a` fait analogue au cas des champs de Deligne-Mumford ).
Nous supposerons que S contient les racines de l’unite´s, et que nous
avons fixe´ un plongement µ∞(S) →֒ C∗. On posera alorsK := Q(µ∞(S)).
Dans le the´ore`me suivant, nous avons bien entendu pose´ les de´finitions
suivantes :
Hprep(F, q) := πdq−pH((I
t,f
F )li,H
q ⊗K)
Hrepp (F, q) := πdq−pH((I
t,f
F )li,H
′
q ⊗K).
The´ore`me 3.37 Supposons que S soit de caracte´ristique nulle. Notons
QGA la sous-cate´gorie de HoChAlg(S), des champs lisses sur S, ∆-
e´quidimensionnels et pseudo-se´pare´s (1.14), et QQGA celle de QGA
forme´es des champs dont l’espace de modules est quasi-projectif.
Pour chaque F objet de QGA notons
τ repF : G∗(F ) −→ H
rep
• (F, ∗)
x 7→ Tdrep(F ).Chrep(x)
Alors, on a les proprie´te´s suivantes.
1. Pour tout morphisme propre de QGA, f : F −→ F ′, on a
f∗ ◦ τ
rep
F = τ
rep
F ′ ◦ f∗.
2. Si f : F −→ F ′ est un morphisme repre´sentable et e´tale de champs
de QGA, alors
τ repF ◦ f
∗(x) = f ∗ ◦ τ repF ′ (x)
pour tout x ∈ G(F ′).
3. Pour tout champ F de QGA, tout x ∈ G(F ) et tout y ∈ K∗(F ),
on a
τ repF (x.y) = τ
rep
F (x).Ch
rep(y)
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3.2.4 Exemples d’applications
On notera k un corps qui contient les racines de l’unite´.
Nous allons donner toute une se´rie de corollaires du the´ore`me 3.36.
Nous nous inte´resserons tout particulie`rement aux formules de type Gauss-
Bonnet.
Pour un champ alge´brique F , nous noterons
Ap(F ) := Hp(F,Kp ⊗Q)
Ap(F ) := H
p(F,Rp ⊗Q)
Aprep(F ) := H
p(I tF ,Kp ⊗K)
Arepp (F ) := H
p(I tF ,R
p ⊗K)
ou` Rp est le complexe de Gersten de codimension p. Notons, qu’aux
graduations pre`s, ces groupes sont des morceaux de la cohomologie et de
l’homologie a` coefficients dans les repre´sentations de F .
Corollaire 3.38 Si F est un champ de Deligne-Mumford, alors les mor-
phismes
τF : G0(F ) −→
⊕
p
Ap(F )
τ repF : G(F )K −→
⊕
p
Arepp (F )
sont des isomorphismes.
En particulier, si F est lisse dans QDM, alors
Ch : G0(F ) −→
⊕
p
Ap(F )
Chrep : G(F )K −→
⊕
p
Aprep(F )
sont des isomorphismes.
Preuve: La seconde partie se de´duit de la premie`re en remarquant
que les classes de Todd Td(TF ) et Td
rep(F ) sont des e´le´ments inversibles.
Comme τ repF = τF ◦ ψF , et que ψF est un isomorphisme, il suffit de
de´montrer que τF est un isomorphisme. Soit p : F −→ M la projection
sur l’espace de modules. Le the´ore`me de Riemann-Roch montre alors
que l’on a un carre´ commutatif
G(F )Q
τF //
p∗

A∗(F )
p∗

G(M)Q τM
// A∗(M)
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Or, on sait que τM est un isomorphisme, et donc τF aussi. ✷
Remarque: En utilisant les complexes de Chow-Bloch de´finis dans [B],
on peut de´montrer des re´sultats analogues pour la G-the´orie supe´rieure.
Si F est un champ propre sur un Speck, nous noterons∫ rep
F
:= p∗ : H
rep
• (F, ∗) −→ H
rep
• (Speck, ∗)
ou` p est le morphisme structural.
De meˆme, nous noterons∫
F
:= p∗ : H•(F, ∗) −→ H•(Speck, ∗)
Corollaire 3.39 ( Hirzebruch-Riemann-Roch ) Soit F un champ alge´brique
de Deligne-Mumford mode´re´ et propre sur k. Alors, pour tout faisceau
cohe´rent F sur F , on a
χ(F,F) :=
∑
i
(−)iDimkH
i(F,F) =
∫ rep
F
τ repF (F)
En particulier si F est lisse et dans QDM, on a
χ(F,F) =
∫ rep
F
Tdrep(F ).Chrep(F)
Preuve : Il suffit d’appliquer 3.36 a` la projection p : F −→ Speck,
et remarquer que si un champ de Deligne-Mumford est mode´re´ sur Speck,
alors p est de dimension cohomologique finie. ✷
Dans le cas des orbifolds de dimension 1, cette formule peut s’expliciter.
On retrouve alors la formule de Riemann-Roch pour les courbes orbifolds
complexes de´montre´e dans [Ta]. Pour simplifier, on supposera que k est
alge´briquement clos.
Soit F est un orbifold lisse propre de dimension 1, et mode´re´ sur k,
et M son espace de modules. Alors, M est une courbe lisse et projective
sur k. Notons x1, . . . , xm les points ferme´s de M au-dessus desquels F
n’est pas un sche´ma, et Ai := OhM,xi l’hense´lise´ de l’anneau local de M
en xi. Alors, la restriction de F au-dessus de SpecAi, est e´quivalent a` un
quotient de la forme [Xi/Hi], avec Xi le spectre d’une k-alge`bre locale
hense´lienne et re´gulie`re de dimension 1, et Hi un groupe fini ope´rant sur
Xi, et ne fixant que le point ferme´ yi ∈ Xi. Ainsi, Xi −→ SpecAi de´finit
un reveˆtement fini, mode´re´ment ramifie´ en xi, car F est mode´re´ sur k.
Il correspond donc a un quotient de noyau ouvert
π̂t1(SpecAi, xi) −→ Hi
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Or, on sait que
π̂t1(SpecAi, xi) ≃ Ẑ[

p
]
Ainsi, on a force´ment Hi ≃ Z/ri, ou` ri est l’ordre de ramification de F
en xi ( 1.19 ). Fixons nous des sections si : Speck(xi) −→ x˜i, ainsi que
des ge´ne´rateurs hi ∈ Hi.
Si πi est une uniformisante en yi, l’action de Hi =< hi >, est donne´e
par
hi : Bi −→ Bi
πi 7→ ζi.πi
ou` ζi est une racine primitive ri-e`me de l’unite´ dans k.
Soit TF,xi := s
∗
i i
∗
xi
TF la restriction du fibre´ tangent sur Speck(xi).
Alors, TF,xi est un espace vectoriel de dimension 1, sur lequel hi ope`re
par multiplication par ζi. Maintenant, si L est un fibre´ inversible sur F ,
sa restriction sur Speck(xi), donne une repre´sentations de Hi sur un
k-espace vectoriel de dimension 1, Lxi := s
∗
i i
∗
xi
L. Notons ki l’entier com-
pris entre 0 et ri − 1, tel que hi ope`re par multiplication par ζ
ki
i sur
Lxi.
De´finition 3.40 ( [Ta] ) L’entier ki est appele´ la multiplicite´ de L en
xi.
Corollaire 3.41 ( Riemann-Roch )( [Ta] ) Soit F un orbifold lisse, pro-
pre, et mode´re´ sur k alge´briquement clos, de dimension 1. Soit M son
espace de modules, et xi ∈ M les points de ramifications de F , d’ordre
ri.
Soit L un fibre´ inversible sur F , et ki la multiplicite´ de L en xi. Alors
on a
χ(F,L) =
∫
F
C(L) + − g −
∑
i
ki
ri
Preuve:On utilisera la the´orie de Gersten comme the´orie cohomologique.
Le champ IF s’e´crit comme une re´union disjointe
IF ≃ F
m∐
i=1
BHi
et donc
H0rep(F, 0) ≃ H
0(F, 0)
m⊕
i=1
K(Hi)
H1rep(F, 1) ≃ H
1(F, 1)
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Ainsi, l’anneau gradue´ H∗rep(F, ∗) est isomorphe a`
H0(F, 0)⊕H1(F, 1)
m⊕
i=1
K(Hi)
A travers cet isomorphisme, le caracte`re de Chern de L est donne´ par la
formule suivante
Chrep(L) = Ch(L)
m⊕
i=
χ(Lxi)
ou` χ(Lxi) ∈ K(Hi) est le caracte`re de la repre´sentation de Hi sur Lxi.
Ainsi, avec les notations pre´ce´dentes, on a
χ(Lxi) : Hi −→ K
hai 7→ ζ
a.ki
i
Quand a` la classe de Todd de F , elle s’e´crit
Tdrep(F ) = Td(TF )
m⊕
i=1
Tdi
ou`
Tdi : Hi −→ K
hai 7→
1
1−ζai
Ainsi, la classe τ repF (L) est
τF (L)
m⊕
i=
χ(Lxi).T di
et donc, la formule 3.39 implique que
χ(F,L) =
∫
F
τF (L) +
∑
i

ri
.
ri−∑
a=
ζa.kii
− ζai
Or, τF (L) = C(L) +


.C(TF ). La formule de Gauss-Bonnet 3.44 ( ou
une application de 3.39 au fibre´ trivial ) donne∫
F
τF (L) =
∫
F
C(L) + − g +
∑
i
ri − 
.ri
On conclut alors a` l’aide de la formule
ri−1∑
a=0
ζa.kii
1− ζai
= −
ri − 1
2
− ki
ou encore
ri−1∑
a=0
ζa.kii + 1
1− ζai
= −ki
✷
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Corollaire 3.42 Soit F un champ de Deligne-Mumford propre et mode´re´
sur Speck, et M son espace de modules. Alors, le genre arithme´tique de
M est donne´ par la formule suivante
χa(M) := χ(M,OM) =
∫ rep
F
τ repF ()
En particulier, si F est lisse et dans QDM, on a
χa(M) =
∫ rep
F
Tdrep(F )
Preuve : Commenc¸ons par remarquer que, comme F est mode´re´, le
foncteur q∗ ( ou` q est la projection canonique q : F −→M ) est exact.
En proce´dant par re´currence sur la dimension du support des fais-
ceaux cohe´rents Rpi∗(F), on peut se restreindre a` un sous-champ ouvert
non-vide de F . Comme on peut aussi supposer que F est re´duit ( car
Fred →֒ F est acyclique pour les faisceau cohe´rents ), on se rame`ne au
cas ou` F est une gerbe sur M .
Comme l’assertion est locale surMet, on peut supposer que F = [X/H ],
avec X un sche´ma et H un groupe fini ope´rant trivialement sur X . En
identifiant alors la cate´gorie Coh([X/H ]), a` la cate´gorie des faisceaux
cohe´rents sur X , munit d’une action de H , le foncteur
b∗ : Coh([X/H ]) −→ Coh(X/H)
associe a` un faisceau cohe´rent F son sous-faisceau des invariants par H ,
FH. Mais, comme F est mode´re´ sur Speck, l’ordre de H est premier
avec la caracte´ristique de k, et donc le foncteur F −→ FH est exact.
Comme q∗ est exact, on a
χ(F,OF ) = χ(M, q∗OF )
mais q∗(OF ) = OM , et donc
χ(F,OF ) = χ(M,OM) =
∫ rep
F
τ repF ()
✷
Remarque : La formule pre´ce´dente est une ge´ne´ralisation au cas des
champs singuliers, ainsi qu’a` la caracte´ristique quelconque, de la formule
obtenue par [Ka]. Son inte´reˆt principal est qu’elle permet de calculer le
genre arithme´tique d’un sche´ma e´ventuellement singulier M , en fonction
de certaines classes de cohomologie sur un objet lisse F .
Les formules de Gauss-Bonnet qui vont suivre posse`dent le meˆme
inte´reˆt.
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De´finition 3.43 Soit F un champ de Deligne-Mumford sur un corps
k, alge´briquement clos et de caracte´ristique nulle.
Nous de´finissons sa caracte´ristique d’Euler topologique par
χtop(F ) :=
p=DimkF∑
p=0
(−1)pDimkHp(F, p)
ou` l’on utilise la cohomologie de De Rham.
• Notons {Mi}i une stratification de son espace de modules par des
sous-espaces localement ferme´s, lisses et connexes, tels que la fonc-
tion qui a` un point x ∈M associe l’ordre de ramification de F en x
soit constante sur chacun des Mi, e´gale a` mi.
La caracte´ristique d’Euler orbifold de F est de´finie par
χorb(F ) :=
∑
i
χtop(Mi)
mi
• La caracte´ristique d’Euler des physiciens et de´finie par
χphy(F ) := χtop(IF )
Pour la suite k est sera un corps alge´briquement clos de caracte´ristique
nulle, et contenant les racines de l’unite´s.
Pour un e´le´ment x de K0(F ), nous noterons Cmax(x) sa classe de
Chern maximale. Lorsque F est connexe, et x de rang r, Cmax(x) = Cr(x).
En ge´ne´ral, Cmax(x) est la somme des Cri(xi), ou` i parcourt l’ensemble
des composantes connexes de F , et ri est le rang de x sur la composante
i.
Corollaire 3.44 ( Gauss-Bonnet I ) Soit F un champ alge´brique de
QDM propre et lisse sur k, et M son espace de modules. Alors
χorb(F ) :=
∫
F
Cmax(TF )
Preuve : On va appliquer le the´ore`me 3.33, au cas de la projection
p : F −→ M , et de l’e´le´ment
x = can(
∑
i
(−1)iΩiF ) ∈ G0(F )
En utilisant le lemme 3.6, on peut e´crire
τF (x) = Td(TF ).Ch(can(λ−1(TF )
−1)) = Cmax(TF )
On en de´duit alors ∫
F
Cmax(TF ) = f∗(x)
128
ou` f : F −→ Speck. On conclut alors a` l’aide de 4.27 ( le lecteur ve´rifiera
qu’il n’y pas de cercle vicieux ! ). ✷
Corollaire 3.45 ( Gauss-Bonnet II ) Soit F un champ de Deligne-
Mumford, lisse et propre sur k. Alors, la caracte´ristique d’Euler topologique
de F est donne´e par
χtop(F ) = χtop(M) =
∫
IF
Cmax(TIF )
Preuve : On applique la formule d’Hirzebruch-Riemann-Roch
χ(F, x) =
∫ rep
F
Tdrep(F ).Chrep(x)
avec x = λ−1(Ω
1
F ).
Alors, par la suite spectrale d’hyper-cohomologie associe´ au complexe
de De Rham sur F , on trouve
χ(F, x) =
∑
i(−1)
p+qDimkH
p(F,ΩqF )
=
∑
i(−1)
iDimkH
i(F,Ω•F )
= χtop(F )
Il nous reste a` e´valuer Tdrep(F ).Chrep(x).
Soit π : IF −→ F la projection naturelle, et
0 −→ N ∨π −→ π
∗ΩF −→ Ω

IF
−→ 
la suite exacte courte des 1-formes diffe´rentielles. Par le morphisme F
de´fini dans 2.15
F : K(IF ) −→ K(IF )
on obtient
F (π∗Ω1F ) = F (Ω
1
IF
) + F (N ∨π )
et donc
λ−1(F (π
∗Ω1F )) = λ−1(F (Ω
1
IF
)).λ−1(F (N
∨
π ))
Or, par de´finition
λ−1(F (N
∨
π )) = αF
De plus, pour toute racine de l’unite´ ζ 6= 1, on a
Fζ(Ω
1
IF
) = 0
et donc
F (Ω1IF ) = Ω
1
IF
Ainsi, on a
Chrep(x) = Ch(Ω1IF ).Ch(αF )
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et donc, par le lemme 3.6
Chrep(x).T d(TIF ) = Ch(αF ).Cmax(TIF )
Ce qui implique que
Tdrep(F ).Chrep(x) = Td(TIF ).Ch(αF )
−1.Chrep(x)
= Cmax(TIF )
✷
Ces deux derniers corollaires permettent de donner une relation de
re´currence sur les diffe´rentes caracte´ristiques d’Euler.
Pour cela, si F est un champ, nous de´finirons par re´currence
ImF := IIm−1
F
avec I0F := F . On dispose alors des relations suivantes.
Corollaire 3.46 Si F est un champ de Deligne-Mumford, lisse et propre
sur k, alors on a
χphy(ImF ) = χ
top(Im+1F ) = χ
orb(Im+2F )
pour tout m ≥ 0.
Preuve : On applique les corollaires pre´ce´dents. ✷
Il est a` noter que lorsque F = [X/H ] est un champ quotient par un
groupe fini, ImF ≃ [X
(m)/H ], ou`
X(m) = {(x, h1, . . . , hm) ∈ X ×H
m / hi.hj = hj.hi ∀ i, j et hi.x = x ∀ i}
et l’action de h ∈ H est donne´e par la formule
h.(x, h1, . . . , hm) := (h.x, h.h1.h
−1, . . . , h.hm.h
−1)
On remarque alors que χorb(ImF ) est la caracte´ristique d’Euler supe´rieure
χm(X,H) de´finie dans [Br-Fu]. Ainsi, on pourrait de´finir une ”cohomolo-
gie a` coefficients dans les repre´sentations” supe´rieure, pour un champ F
propre et lisse, par
H•rep,m(F, ∗) := H
•(ImF , ∗)
ainsi que les caracte´ristiques d’Euler supe´rieures
χm(F ) :=
∑
i
DimkH
i
rep,m(F, 0)
Dans chacun des anneaux H•rep,m(F, ∗) on dispose d’une classe d’Euler
Eum(F ) := Cmax(TIm
F
) ∈ H•(ImF , ∗)
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La relation du corollaire pre´ce´dent se traduit alors par
χm(F ) =
∫ m+1
F
Eum+1(F )
ou`
∫ m
F
= p
(m)
∗ , avec p(m) : ImF −→ Speck le morphisme structural.
Dans [Br-Fu], les nombres χm(X,H) sont e´tudie´s a` l’aide d’une se´rie
ge´ne´ratrice
f(X,H ; t) :=
∑
m
χm(X,H).t
m
Suivant cette ide´e, pour un champ F propre et lisse, on peut de´finir une
cohomologie rassemblant toute les cohomologies H•rep,m(F, ∗), en posant
H•∞(F, ∗) :=
∏
m
H•rep,m(F, ∗)
Alors, la classe
∑
mEum(F ) de´finit une classe ”d’Euler totale”
Eu∞(F ) :=
∏
m
Eum(F ) ∈ H
•
∞(F, ∗)
qui ve´rifie ∫ ∞
F
Eu∞(F ) = f(X,H ; t) ∈ H
•
∞(Speck, ∗) ≃ k[[t]]
Il serait peut-eˆtre inte´ressant d’e´tudier les proprie´te´s de la the´orie co-
homologique F 7→ H•∞(F, ∗), en vue d’obtenir des ”formules de Riemann-
Roch supe´rieures”.
Supposons maintenant que k soit un sous-corps de C. A tout champ
de Deligne-Mumford F sur k est alors associe´ le champ analytique
F an := (F ×Speck SpecC)an ( 5.6 ). Notons Man son espace de modules,
et M celui de F . Nous noterons F top et M top les champs topologiques
associe´s aux champs analytiques F an et Man.
Lemme 3.47 Le morphisme naturel de champs topologiques
p : F top −→ M top
induit un isomorphisme de Q-alge`bres
p∗ : H∗(M top;Q) −→ H∗(F top,Q)
Preuve: Par Mayer-Vietoris, ceci est local sur M top. On peut donc
supposer d’apre`s 1.17, que F = [X/H ], avec H un groupe fini ope´rant
sur un espace topologique X . Il faut alors montrer que le morphisme
naturel
p∗ : H∗(X/H top,Q) −→ H∗(X top,Q)H
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est un isomorphisme. Mais ceci est un cas particulier du the´ore`me de
changement de base propre. ✷
Dans le cas ou` F est lisse et propre sur Speck, ce lemme implique que
le produit d’intersection
φ : Hn(M top,Q)×Hn(M top,Q) −→ Hn(M top,Q) ≃ Q
ou` n = DimkF , est non-de´ge´ne´re´.
De´finition 3.48 Soit F un champ de Deligne-Mumford, propre et lisse
sur Speck, avec DimkF = 2m. La signature de M ( ou de F ) est la
signature de la forme quadratique re´elle
φ⊗R : Hm(M top,R)×Hm(M top,R) −→ R
Elle est note´e σ(M) ( ou bien σ(F ) ).
Si F est un champ lisse de QDM, une application de la the´orie de
Hodge pour les champs alge´briques complexes ( 6.5 ) implique imme´diatement
que
σ(M) = σ(F ) = χ(F, λ1(Ω
1
F ))
ou` λ1(x) :=
∑
i λ
i(x) ∈ K(F ), pour tout e´le´ment x ∈ K(F ) de rang
positif. On peut alors appliquer la formule d’Hirzebruch-Riemann-Roch
a` l’e´le´ment λ1(Ω
1
F ), pour en de´duire une formule de la signature. Pour
cela rappelons la de´finition du L-genre L(F ) ( [Hi, 8.2.2] ), d’un champ
lisse F .
Soit TF le fibre´ tangent de F , et ai ses racines de Chern. On a donc
∑
i
Ci(TF ).t
i =
i=n∏
i=1
(1 + ait)
Alors, le ”polynoˆme”
i=n∏
i=1
(
ai
tanh(ai)
)
est syme´trique en les ai. Il s’exprime donc comme un polynoˆme L(F ) ∈ H•(F, ∗),
en les classes de Chern Ci(TF ).
Corollaire 3.49 ( Formule de la signature ) Soit F un champ de Deligne-
Mumford lisse et propre sur Speck, de dimension paire. Notons
βF := can(F (λ1(N
∨
π ))) ∈ K
rep
 (IF )
ou` N ∨π est le fibre´ conormal du morphisme
πF : IF −→ F
Alors, on a
σ(M) = σ(F ) =
∫
IF
Ch(α−1F .βF ).L(IF )
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Preuve: C’est le meˆme calcul que pour la formule de Gauss-Bonnet
3.45. ✷
Remarque: Lorsque F = [X/H ] est un quotient d’un sche´ma X par
un groupe fini H d’ordre m, la formule pre´ce´dente se re´e´crit
σ(X/H) =
1
m
.
∑
h∈H
∫
Xh
Ch(α−1h .βh).L(X
h)
ou` αh et βh sont les restrictions de αF et βF sur X
h. On reconnaˆit alors la
formule de la ”G-signature” d’Atiyah-Singer. Ceci permet d’interpre´ter
ce genre de formule dans le cadre de la ”cohomologie a` coefficients dans le
repre´sentations”. Il pourrait-eˆtre par ailleurs inte´ressant d’utiliser cette
cohomologie pour de´montrer un the´ore`me d’indice a` la Atiyah-Singer
pour des champs diffe´rentiels. Comme tout orbifold diffe´rentiel est un
quotient par un groupe de Lie compact, la formule d’indice e´quivariant
d’Atiyah-Singer, permet au moins de traiter ce cas ( c’est ce qui est fait
dans [Ka] ). Le passage aux champs diffe´rentiels ge´ne´raux ne devrait pas
alors poser trop de proble`mes.
3.3 Comparaison avec d’autres the´ories cohomologiques
Dans ce paragraphe nous allons comparer la cohomologie a` coeffi-
cients dans les caracte`res ( ou dans les repre´sentations ) avec deux autres
constructions : la cohomologie pe´riodique de la cate´gorie des faisceaux
cohe´rents ( [K] ), et les ”groupes de Chow” associe´s a` la filtration par la
codimension du support sur la K-the´orie des faisceaux cohe´rents ( qui
apparaissent de´ja` dans [G2] ).
3.3.1 Groupes de Chow
On supposera que S = Speck avec k un corps contenant les racines
de l’unite´, et on utilisera la the´orie de Gersten comme the´orie coho-
mologique.
Soit F un champ alge´brique de Deligne-Mumford, et Cohp(F ) la
cate´gorie de faisceaux cohe´rents sur F dont le support est de codimension
supe´rieure ou e´gale a` p. Si on note
Gp(F ) := K(Cohp(F ))
le foncteur d’inclusion Cohp+(F ) −→ Cohp(F ) induit un triangle dans
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HoSp
Gp+(F )
%%KK
KK
KK
KK
KK
∨
x∈|F |(p) G(x˜)
+1
77ooooooooooo
Gp(F )oo
ou` |F |(p) et l’ensemble des points de F de codimension supe´rieure ou
e´gale a` p. On de´duit de ces triangles des complexes de groupes abe´liens
Rp(F ), que l’on conside`re comme concentre´s en degre´ [−p, 0]
Rp(F ) : →
⊕
x∈|F |()
Gp(x˜) −→
⊕
x∈|F |()
Gp−(x˜) · · ·
⊕
x∈|F |(p−)
G(x˜) −→
⊕
x∈|F |(p)
G(x˜)→ 
Remarquons que le terme de droite s’interpre`te comme le groupe des
cycles de F a` ”coefficients dans les repre´sentations des gerbes re´siduelles”.
De´finition 3.50 Les groupes de Chow a` coefficients dans les repre´sentations
sont de´finis par
CHprep(F, q) := H
−q(Rp(F ))
Nous noterons
CH•rep(F, ∗) :=
⊕
p,q
CHprep(F, q)
Indiquons sans de´monstrations ( le lecteur pourra les de´duire des pro-
prie´te´s ge´ne´rales du foncteur de G-the´orie ) les principales proprie´te´s de
ces groupes.
• Pour tout morphisme propre de dimension cohomologie finie
f : F −→ F ′
entre deux champs de Deligne-Mumford, il existe une image directe
fonctorielle
f∗ : CH
•
rep(F, ∗) −→ CH
•
rep(F, ∗)
Si, de plus F et F ′ sont irre´ductibles, alors on a
f∗ : CH
p
rep(F, q) −→ CH
p+d
rep (F, q)
ou` d = DimkF
′ −DimkF .
• Pour tout morphisme repre´sentable et plat
f : F −→ F ′
entre deux champs de Deligne-Mumford, il existe une image re´ciproque
fonctorielle
f ∗ : CHprep(F
′, q) −→ CHprep(F, q)
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• Si j : F ′ →֒ F est une immersion ferme´e de codimension d de champs
de Deligne-Mumford, et i : F−F ′ →֒ F l’immersion comple´mentaire,
alors on a une suite exacte longue
. . . // CHp−drep (F
′, q)
j∗ // CHprep(F, q)
i∗ // CHprep(U, q) // CH
p−d
rep (F
′, q − 1) // . . .
• Soit p : F −→M la projection d’un champ de Deligne-Mumford sur
son espace de modules. Alors, les complexes
p∗(R
p)⊗Q
sont flasques sur Met.
The´ore`me 3.51 Il existe un isomorphisme compatible avec les images
directes
ǫF : CH
•
rep(F, ∗)K −→ H
rep
• (F, ∗)
Preuve: Comme les techniques utilise´es ci-dessous sont en tout point
similaires a` celles utilise´es dans le paragraphe pre´ce´dent, nous ne don-
nerons qu’une esquisse de preuve.
Remarquons tout d’abord que par de´finition, on a un isomorphisme
naturel
Hp(F, q) ≃ H
p−q((IF )et,R
p ⊗K)
On cherche donc a` construire un isomorphisme fonctoriel pour les
images directes ( qui ne respectera pas la graduation ! )
ǫF : CH
•
rep(F, ∗)K −→ H
∗((IF )et,R
• ⊗K)
Commenc¸ons par supposer que F est une gerbe sur un espace alge´brique
X . Comme πF : IF −→ F est plat, il existe
π∗F : CH
p
rep(F, q) −→ CH
p
rep(IF , q)
Conside´rons alors pour toute racine de l’unite´ ζ ∈ µ∞(k), le foncteur
de´fini dans la preuve de 2.15
Fζ : Coh(IF ) −→ Coh(IF )
Comme ce foncteur pre´serve la filtration par la codimension du support,
on obtient un morphisme de complexes de pre´faisceaux sur (IF )et
Fζ : R
p −→ Rp ⊗K
On pose alors
ǫF :=
∑
ζ
can ◦ Fζ ◦ π
∗
F : R
p(F ) −→ Rp(IF )⊗K
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C’est un morphisme de complexes. De plus, si f : F −→ F ′ est un
morphisme propre et repre´sentable de gerbes, alors on a
ǫF ′ ◦ f∗ = If∗ ◦ ǫF : R
p(F ) −→ Rp(IF )⊗K
en tant que morphisme de complexes.
Dans le cas d’un champ de Deligne-Mumford ge´ne´ral, choisissons une
hyper-quasi-enveloppe de Chow
q : F• −→ F
tel que Fm soit une gerbe triviale.
En appliquant les foncteurs covariants R∗Q au champ simplicial F•, on
obtient un complexe simplicial, dont le complexe simple associe´ sera note´
R∗(F•)Q
Ce complexe est muni d’un morphisme de complexe
q∗ : R
∗(F•/F )Q −→ R
∗(F )Q
On montre de fac¸on analogue a` 2.9, que le morphisme q∗ est un quasi-
isomorphisme.
On applique alors le morphisme ǫ construit ci-dessus a` chaque ”e´tage”
de F•, ce qui induit un morphisme de complexes
ǫF• : R
∗(F•/F )K −→ R
∗(IF•/IF )K
On a ainsi construit un diagramme de complexes
R∗(F•/F )K
ǫF• //
q∗

R∗(IF•/IF )K
Iq∗

R∗(F )K R∗(F )K
Comme q∗ est un quasi-isomorphisme, on peut de´finir un morphisme
ǫF := (Iq∗)ǫF•(q∗)
−1 : CH•rep(F, ∗)K −→ CH
•
rep(IF , ∗)K
On le compose alors avec le morphisme canonique
can : CH•rep(IF , ∗)K −→ H
∗((IF )et,R
• ⊗K)
pour obtenir le morphisme cherche´
ǫF : CH
•
rep(F, ∗)K −→ H
rep
• (F, ∗)
Par construction, ce morphisme est compatible avec les images directes,
et les changements de base e´tales de l’espace de modules. Pour montrer
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que c’est un isomorphisme, on peut donc raisonner par re´currence sur
la dimension de F en appliquant les suites exactes longues, et donc se
ramener au cas ou` F est une gerbe triviale sur un sche´ma. Comme le
morphisme ǫF est clairement un isomorphisme dans ce cas, on en de´duit
le the´ore`me. ✷
Remarque: L’isomorphisme 3.51 ne pre´serve pas la graduation.
3.3.2 Cohomologie Pe´riodique
Rappelons que pour une cate´gorie exacte E , il existe une construction
d’un spectre de cohomologie pe´riodique de E ( [K] ). On se propose dans
ce paragraphe de comparer la cohomologie pe´riodique des fibre´s vectoriels
et des faisceaux cohe´rents sur un champ, et sa cohomologie de De Rham
a` coefficients dans les caracte`res et dans les repre´sentations. Pour cela
on supposera que S = Speck, avec k un corps de caracte´ristique nulle
contenant les racines de l’unite´, et que la the´orie cohomologique utilise´e
est la cohomologie de De Rham.
Soit E une cate´gorie k-line´aire et exacte. Dans [K], Keller lui associe
un complexe double CP (E) de k-espaces vectoriels. Le spectre associe´ au
complexe simple sCP (E) par la construction de Dold-Puppe, sera note´
CP(E). On l’appellera le spectre de cohomologie pe´riodique de E . Il
sera conside´re´ comme un objet de HoSp. On dispose alors des proprie´te´s
suivantes :
• E 7→ CP(E) est un foncteur de la cate´gorie des cate´gories exactes
k-line´aires ( et foncteurs exacts k-line´aires ), vers la cate´gorie des
spectres.
• si R est une k-alge`bre, il existe un isomorphisme naturel
CP (R)
≃
−→ CP (E)
ou` E est la cate´gorie des R-modules projectifs de type fini et CP (R)
est le complexe d’homologie pe´riodique de la k-alge`bre R.
• si A est une cate´gorie abe´lienne et B une sous-cate´gorie de Serre,
alors les foncteurs naturels
B −→ A −→ A/B
induisent un triangle dans HoSp
CP(B)
%%J
JJ
JJ
JJ
JJ
CP(A/B)
−1
88rrrrrrrrrr
CP(A)oo
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• si F : E −→ E ′ est un foncteur exact qui induit une e´quivalence sur
les cate´gories de´rive´es, alors le morphisme induit
F : CP(E) −→ CP(E ′)
est un isomorphisme
• il existe un morphisme fonctoriel en E
Ch : K(E) −→ CP(E)
• si on note (Li/k)li le site des espaces alge´briques lisses muni de la
topologie lisse, alors il existe un isomorphisme dans HoSp((Li/k)li)
CP ≃ H
Bien entendu, la liste n’est pas exhaustive. En particulier la troisie`me
proprie´te´ que l’on cite n’est qu’un cas particulier d’une proprie´te´ de lo-
calisation bien plus ge´ne´rale.
De´finition 3.52 Pour tout champ alge´brique F , on de´finit sa cohomolo-
gie pe´riodique par
HP∗(F ) := π∗CP(Vect(F ))
Par construction, F 7→ HP∗(F ) est clairement un foncteur contravari-
ant.
Proposition 3.53 Soit F un champ lisse et bien ramifie´.
1. Il existe une transformation naturelle de foncteurs contravariants
Chper : K∗ −→ HP∗
2. Si F est un champ alge´brique lisse, il existe un morphisme
ǫF : HP∗(F ) −→ H
•
χ(F, ∗)
telle que
• ǫ est compatible avec les images re´ciproques de morphismes en-
tre champs lisses
• on a
ǫF ◦ Ch
per = Chχ ◦ ǫF
Preuve: Nous ne donnerons qu’une esquisse de preuve.
L’existence du caracte`re de Chern provient directement des proprie´te´s
rappele´es ci-dessus.
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De fac¸on tout a` fait analogue a` 2.23, on construit un morphisme
ρ : CP(DF ) −→ H((DF )li, CP ⊗AF )
que l’on compose avec l’e´quivalence rappele´e ci-dessus
H((DF )li, CP ⊗AF ) −→ H((DF )li,H⊗AF )
et l’image re´ciproque d∗F : CP(F ) −→ CP(DF ) pour obtenir le morphisme
cherche´
HP∗(F ) −→ H
•
χ(F, ∗)
Par la proprie´te´ de naturalite´ de cette construction et du caracte`re de
Chern construit dans [K], on a clairement
ǫF ◦ Ch
per = Chχ ◦ ǫF
✷
Dans le cas ou` F est un champ de Deligne-Mumford, on peut aller un
peu plus loin.
Proposition 3.54 Soit p : F −→ M la projection d’un champ de Deligne-
Mumford lisse, sur son espace de modules. Conside´rons le pre´faisceau en
spectres sur Met
p∗CP : Met −→ Sp
U 7→ CP(Vect(p−U))
Posons alors
HP ′∗(F ) := H
−∗(Met, p∗CP)
Nous noterons encore Chper le morphisme compose´
K∗(F )
Chper // HP∗(F )
can // HP ′∗(F )
Alors, il existe un isomorphisme
ǫ′F : HP
′
∗(F ) −→ H
•
rep(F, ∗)
tel que
• ǫ′ est compatible avec les images re´ciproques de morphismes entre
champs lisses
• on a
ǫF ◦ Ch
per = Chrep ◦ ǫF
Preuve: L’existence du caracte`re de Chern, et du morphisme ǫ′F
se de´montre comme dans la proposition pre´ce´dente. Il ne reste qu’a`
de´montrer que ǫ′F est un isomorphisme.
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Mais, par de´finition de HP ′∗(F ), ceci est local sur Met. On peut donc
supposer que F = [X/H ] est un quotient d’un sche´ma affine lisse X par
un groupe fini. Le fait que ǫ′F est un isomorphisme dans ce cas est alors
de´montre´ dans [F-T, A6.1, A6.9]. ✷
Remarque: Je ne sais pas si le morphisme naturel
can : HP∗(F ) −→ HP
′
∗(F )
est un isomorphisme, mais cela me semblerait moral. On aurait alors un
isomorphisme pour un champ de Deligne-Mumford lisse
HP∗(F ) ≃ H
•
rep(F, ∗)
Cet isomorphisme serait alors un analogue alge´brique de la description
de la cohomologie pe´riodique d’un orbifold ( [C-M, 6.12] ).
3.4 Conclusion sur les the´ore`mes de Riemann-Roch
A la lumie`re des the´ore`mes 3.23, 3.36 et 3.37, on peut conclure que
le proble`me initial consistant a` de´montrer des the´ore`mes de Riemann-
Roch pour les champs alge´briques est re´solu dans le cas des champs
de Deligne-Mumford, et partiellement re´solu dans le cas ge´ne´ral. Il me
semble cependant que la de´finition de la cohomologie a` coefficients dans
les repre´sentations est une bonne notion pour traiter le cas des champs
∆-affines. Je pense que l’on pourra dire que la situation est satisfaisante
lorsque l’on aura de´montre´ que le the´ore`me de Grothendieck-Riemann-
Roch reste vrai ( au moins au niveau du G ) pour un morphisme propre
de champs alge´briques ∆-affines et lisses sur un corps. Pour arriver a`
un tel re´sultat, il manque essentiellement deux choses. Premie`rement, il
faudrait montrer que les champs ∆affines et lisses sur un corps sont bien
ramifie´s. Le second point important est celui de l’existence de ”lemmes
de Chow” pour des morphismes propres de champs alge´briques, qui nous
fait de´faut en toute ge´ne´ralite´, et nous oblige donc a` ne traiter que le cas
des champs qui sont localement des quotients ge´ome´triques uniformes
affines ( pour lesquels on dispose des quasi-enveloppe de Chow ). Un
autre point de vu consisterait a` montrer que l’on peut ”localiser en bas”
le the´ore`me de Riemann-Roch, et donc se ramener syste´matiquement a`
ce dernier cas.
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Seconde Partie :
D-modules et the´ore`me
”GAGA”
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4 Chapitre 4 : The´ore`mes de Grothendieck-Riemann-
Roch pour les D-modules et formules d’indices
Comme il est explique´ dans [L], une importante application de la for-
mule de Riemann-Roch est le calcul d’indices de D-modules cohe´rents.
Dans ce chapitre nous nous inspirons de ces constructions pour comparer
les spectres de K-the´orie des faisceaux cohe´rents aux spectres de
K-the´orie des D-modules cohe´rents, et nous en de´duisons des formules de
Riemann-Roch pour les D-modules cohe´rents dans le cadre des champs
alge´briques.
Le point essentiellement technique de ce chapitre est la de´finition des
images directes en K-the´orie. En effet, dans la litte´rature les images di-
rectes de D-modules ne sont de´finies qu’au niveau des cate´gories de´rive´es.
Or, ceci n’est pas suffisant pour induire un morphisme au niveau des spec-
tres de K-the´orie. Pour contourner cette difficulte´ nous avons choisi de
travailler avec les me´thodes de [Th]. Cependant, par souci de le´ge`rete´
nous n’avons pas donne´ toutes les de´monstrations en de´tails. Ce choix
est justifie´ par le fait que nous nous inte´ressons plus ici aux applications
du the´ore`me de Riemann-Roch de la section pre´ce´dente, qu’a` l’e´tude
de´taille´e des D-modules sur les champs alge´briques.
Dans un premier temps, le the´ore`me de Grothendieck-Riemann-Roch
au niveau du K0 nous permet d’obtenir des formules calculant des car-
acte´ristiques d’Euler ponde´re´es, analogues a` ce qui est de´montre´ dans
[Mac]. En particulier, on comple`te ainsi la preuve de la formule de
Gauss-Bonnet 3.44. Par la suite, la formule de Riemann-Roch applique´e
a` certains e´le´ments de la K-the´orie des D-modules holonomes, permet
d’obtenir des formules calculant des caracte´ristiques d’Euler ponde´re´es
par des fonctions constructibles a` valeurs dans la K-the´orie supe´rieure
du corps de base.
Notons enfin, que la description de laK-the´orie desD-modules holonomes
re´guliers nous fait espe´rer qu’il serait possible d’e´tendre la formule de
Riemann-Roch de S. Bloch et H. Esnault [B-E] au cas des D-modules
holonomes re´guliers. Ce the´ore`me serait alors a` valeurs dans les fonctions
constructibles a` valeurs dans la cohomologie de Chern-Simons de´finie
dans [B-E].
Pour tout ce chapitre, on notera k un corps de caracte´ristique nulle et
contenant les racines de l’unite´. Un champ sera un champ sur (Esp/Speck)et.
Nous noterons (Li/k)et ( resp. (Li/k, li)et ) le site des espaces alge´briques
lisses sur k ( resp. des espaces alge´briques lisses et morphismes lisses ),
muni de la topologie e´tale.
Nous noterons aussi LDM ( resp. QLDM ) la cate´gorie homo-
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topiques des champs de Deligne-Mumford lisses et se´pare´s sur k ( resp.
lisses et se´pare´s sur k et dont l’espace de modules est quasi-projectif ).
Par la suite on se fixera une the´orie cohomologique avec images di-
rectes ( 3.1.1 ). Les groupes de cohomologie et d’homologie associe´s
seront note´s H•(−, ∗) et H•(−, ∗). On utilisera aussi la cohomologie a`
coefficients dans les repre´sentations de´finie dans 3.2.3. Elle sera note´e
comme pre´ce´demment H•rep(−, ∗) et H
rep
• (−, ∗).
4.1 Les champs de D-modules
Pour chaque objetX ∈ Ob(Li/k), on dispose du faisceau des ope´rateurs
diffe´rentiels DX ( [Bo] ). La cate´gorie des DX-modules ( resp. des DX-
modules DX-cohe´rents, resp. des DX-modules holonomes, resp. des DX-
modules holonomes re´guliers, resp. des DX-modules OX -cohe´rents, resp.
des DX-modules OX -cohe´rents re´guliers ) sera note´e D−Mod(X) ( resp.
D − Coh(X), resp. Dh − Coh(X), resp. Dhr − Coh(X), resp. ∇(X),
resp. ∇r(X) ). Par abus de langage on dira ”DX-module cohe´rent” pour
”DX-modules DX -cohe´rent”. On appelera aussi ∇(X) la cate´gorie des
connexions sur X .
Si f : X −→ Y est un morphisme dans (Li/k), on dispose d’images
re´ciproques ( [Bo] )
f ! : D −Mod(Y ) −→ D −Mod(X)
qui pre´servent les proprie´te´s d’eˆtre holonome ( resp. holonome re´gulier,
resp. O-cohe´rent, resp. O-cohe´rent re´gulier ). Ceci permet de de´finir la
cate´gorie cofibre´e D −Mod, des D-modules ( resp. Dh −Coh, des
D-modules holonomes, resp. Dhr − Coh, des D-modules holonomes
re´guliers, resp. ∇, des D-modules O-cohe´rents, resp. des ∇r, des D-
modules
O-cohe´rents re´guliers ). Ce sont des cate´gories cofibre´es sur (Li/k)et.
De meˆme, lorsque f est lisse, le foncteur f ! pre´serve la proprie´te´ d’eˆtre
D-cohe´rent. Ainsi, on peut de´finir D −Coh, la cate´gorie cofibre´e des
D-modules cohe´rents sur (Li/k, li)et.
Proposition 4.1 Les cate´gories cofibre´es Dh − Coh, Dhr − Coh et ∇
sont des champs sur (Li/k)et.
La cate´gorie cofibre´e D −Coh est un champ sur (Li/k, li)et.
Se sont de plus des champs en cate´gories exactes sur (Li/k, li)et.
Preuve: Cette proposition provient directement du fait qu’un D-
module sur un espace alge´brique lisse X , est la donne´e d’une connexion
inte´grable sur un O-module quasi-cohe´rent. Ce qui est e´quivalent a` la
donne´e d’un faisceau de OX -modules quasi-cohe´rentM, et d’un scindage
de la suite exacte d’Atiyah
0 −→ Ω1X ⊗OX M−→ P(M) −→M −→ 
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Il est clair que ces donne´es posse`dent la proprie´te´ de descente pour des
morphismes e´tales et surjectifs. ✷
De´finition 4.2 Soit F un champ de LDM, Fet son site e´tale, et
D−ModF , D−CohF , Dh−CohF , Dhr−CohF , ∇r,F et ∇F , les champs
restreints sur Fet. Ce sont des champs en cate´gories exactes sur Fet.
• On de´finit
D −Mod(F ) :=
∫
Fet
D −ModF
D −Coh(F ) :=
∫
Fet
D −CohF
Dh −Coh(F ) :=
∫
Fet
Dh −CohF
Dhr −Coh(F ) :=
∫
Fet
Dhr −CohF
∇(F ) :=
∫
Fet
∇F
∇r(F ) :=
∫
Fet
∇r,F
Ce sont respectivement les cate´gories exactes des D-modules sur F ,
des D-modules cohe´rents sur F , des D-modules holonomes sur F ,
des D-modules holonomes re´guliers sur F , et des connexions sur F .
• Les spectres de K-the´orie associe´s ( 1.5 ) seront note´s respectivement
KD(F ) := K(D −Coh(F ))
Kh(F ) := K(Dh −Coh(F ))
Kh,r(F ) := K(Dhr −Coh(F ))
K∇(F ) := K(∇(F ))
K∇,r(F ) := K(∇r(F ))
Les spectres de K-cohomologie associe´s ( 1.5 ) seront note´s respec-
tivement
KD(F ) := H(Fli, K
D
Q)
Kh(F ) := H(Fli, K
h
Q)
Kh,r(F ) := H(Fli, K
h,r
Q )
K∇(F ) := H(Fli, K
∇
Q)
K∇,r(F ) := H(Fli, K
∇,r
Q )
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Remarque: Sur Fet on dispose du faisceaux des ope´rateurs diffe´rentiels
DF . Il y a alors une e´quivalence naturelle entre la cate´gorie des D-
modules sur F au sens pre´ce´dent, et celle des DF -modules sur Fet. De
meˆme, il existe des de´finitions e´videntes deDF -modules cohe´rents, holonomes,
holonomes re´guliers ... Ces notions se correspondent e´videmment par
l’e´quivalence de cate´gories e´voque´e ci-dessus.
Avant d’aller plus loin, rappelons quelques proprie´te´s concernant les
DF -modules cohe´rents.
Proposition 4.3 Soit F un champ de LDM.
1. Pour tout DF -module cohe´rent M, il existe un sous-OF -module
cohe´rent F →֒ M, tel que
M = DF .F
2. Tout DF -module cohe´rent admet une bonne filtration ( [L] ).
Preuve: (1) CommeM est OF -quasi-cohe´rent, il est limite inductive
de ses sous-OF -modules cohe´rents. Donc M est limite inductive de ses
sous-modules de la forme DF .F , ou` F est un sous-OF -module cohe´rent.
Comme M est cohe´rent, on en de´duit qu’il existe un sous-OF -module
cohe´rent F, tel que M = DF .F.
(2) Soit M = DF .F , avec F un sous-OF -module cohe´rent. Alors,
si DiF est le sous-OF -module de DF , des ope´rateurs diffe´rentiels d’ordre
infe´rieur a` i, la filtration
Mi := DiF .F →֒ M
est une bonne filtration. ✷
Il est clair que les correspondances
F 7→ Kh(F ) F 7→ Kh(F ) F 7→ Kh,r(F ) F 7→ Kh,r(F )
F 7→ K∇(F ) F 7→ K∇(F ) F 7→ K∇,r(F ) F 7→ K∇,r(F )
de´finissent des foncteurs contravariants de la cate´gorie LDM vers HoSp.
De meˆme les correspondances
F 7→ KD(F )
F 7→ KD(F )
de´finissent des foncteurs contravariants de la sous-cate´gorie de LDM des
champs et morphisme lisses, vers HoSp.
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4.1.1 Images directes de D-modules
Proposition 4.4 1. La correspondance
F 7→ KD(F )
de´finit un foncteur covariant de la sous-cate´gorie (LDM, pr.) de
HoChAlg(k), des champs de Deligne-Mumford lisses et morphismes
propres, vers HoSp.
2. Les correspondances
F 7→ Kh(F )
F 7→ Kh,r(F )
de´finissent des foncteurs covariants de LDM, vers HoSp.
Preuve: Nous allons utiliser les constructions de Thomason ( [Th] ),
afin de de´finir un analogue des images directes deD-modules de´finies dans
[Bo, 5], suffisamment fonctorielles pour passer aux spectres de K-the´orie.
Soit f : F −→ F ′ un 1-morphisme de champs de Deligne-Mumford
lisses. Sur le faisceau d’anneaux f ∗DF ′, il existe une structure naturelle
de DF -module a` gauche. Elle est de´finie en conside´rant le morphisme
naturel sur les faisceaux tangents TF −→ f ∗TF ′ , qui induit un morphisme
sur les faisceaux des ope´rateurs diffe´rentiels DF −→ f ∗DF ′. En tant que
(DF , f−DF ′)-bi-module, f ∗DF ′ sera note´
DF→F ′
Le DF -module a` droite dual ( [Bo, 3.3] ) de DF→F ′ sera alors note´
Df := DF→F ′ ⊗OF ωF
C’est un (f−1DF ′,DF )-bi-module. De fac¸on explicite on a
Df = f
−(DF ′ ⊗OF ′ ω
∨
F )⊗f−OF ′ ωF ′
Introduisons les notations suivantes.
• Soit B(f) la cate´gorie bi-compliciale de Waldhausen des complexes
de f−1DF ′-modules injectifs, cohomologiquement borne´s.
• Soit A(f) la cate´gorie bi-compliciale de Waldhausen des triplets
(E•, F•, u), ou` E• est un complexe de DF -modules plats sur DF ,
et a` cohomologie borne´e et cohe´rente, F• est un objet de B(f), et
u : Df ⊗DF E• −→ F•
est un quasi-isomorphisme.
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• Soit C(f) la cate´gorie des complexes de DF ′-modules a` cohomologie
borne´e.
Notons alors que le foncteur naturel
(E•, F•, u) 7→ E•
de A(f) dans la cate´gorie des complexes de DF -modules a` cohomolo-
gie borne´e et cohe´rente, induit une e´quivalence au niveau des cate´gories
de´rive´es ( appliquer [Th, 1.9.7] ), et donc un isomorphisme naturel dans
HoSp ( [Th, 1.9.8] )
K(A(f)) ≃ KD(F )
De plus, le foncteurs
Df ⊗OF − : A(f) −→ B(f)
(E•, F•, u) 7→ F•
f∗ : B(f) −→ C(f)
F• 7→ f∗(F•)
sont ”exacts” au sens de [Th]. Par composition on obtient un foncteur
exact
f+ : A(f) −→ C(f)
qui est une re´alisation de l’image directe de´finie dans [Bo, 5], au niveau
des cate´gories de complexes. Nous noterons
Rf+ : D
b(DF ) −→ D
b(DF ′)
le morphisme induit sur les cate´gories de´rive´es des complexes de
D-modules cohomologiquement borne´s.
Preuve de (1):
Lemme 4.5 Si f est un morphisme propre, alors le foncteurRf+ pre´serve
la proprie´te´ d’eˆtre ”a` cohomologie cohe´rente”.
Preuve: La preuve donne´e dans [A-L, 2.2.1.1] se traduit mot pour
mot au cas des champs alge´briques. Elle sera re´e´crite au cours de la
de´monstration de 4.10. Le lecteur ve´rifiera qu’il n’y a pas de cercle vi-
cieux. ✷
Le lemme pre´ce´dent permet donc de dire que le foncteur Rf+ se fac-
torise par
Rf+ : A(f) −→ C
′(f)
ou` C ′(f) est la cate´gorie des complexes de DF ′-modules a` cohomologie
cohe´rente et borne´e. Il induit donc un morphisme dans HoSp
f+ : K(A(f)) −→ K
D(F ′)
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Et en composant avec l’isomorphisme canonique KD(F ) ≃ K(A(f)), on
obtient le morphisme cherche´ dans HoSp
f+ : K
D(F ) −→ KD(F ′)
Il reste a` montrer que cela de´finit bien un foncteur, F 7→ KD(F ).
Lemme 4.6 1. Soit i : F −→ F ′ un morphisme repre´sentable fini et
non-ramifie´, p : F ′ −→ F ′′ un morphisme lisse, et f = p ◦ i. Alors,
on a une e´galite´ dans HoSp
f+ = p+ ◦ i+ : K
D(F ) −→ KD(F ′)
2. Soit i : F ′ −→ F ′′ un morphisme repre´sentable fini et non-ramifie´,
p : F −→ F ′ un morphisme lisse, et f = i ◦ p. Alors, on a une
e´galite´ dans HoSp
f+ = i+ ◦ p+ : K
D(F ) −→ KD(F ′)
Preuve: On ne de´montrera que le premier point, le second se traitant
de la meˆme fac¸on.
On va utiliser une construction diffe´rente de i+ et p+.
Commenc¸ons par le cas de i : F −→ F ′, un morphisme repre´sentable,
fini et non-ramifie´.
On sait alors que Di est un DF -module localement libre ( [Bo, 7.7] ).
Ainsi, comme i∗ est exact, on peut de´finir i+ au niveau des complexes de
DF -modules a` cohomologie borne´e, par la formule
i+ : A
′(i) −→ C(p)
E• 7→ i∗(Di ⊗DF E•)
ou` A′(i) est la cate´gorie des complexes de DF -modules a` cohomologie
borne´e et cohe´rente. Il est alors clair, que le morphisme induit sur les
spectres de K-the´orie
i+ : K
D(F ) ≃ K(A′(i)) −→ K(C(p)) ≃ KD(F ′)
est e´gal au morphisme de´fini pre´ce´demment.
Passons au cas d’un morphisme lisse ( non-ne´cessairement repre´sentable )
p : F ′ −→ F ′′
Notons φ : Dp,• −→ Dp la re´solution DF ′-localement libre de De Rham
( [Bo, 5.3, (ii)] ). Notons alors A′(p) la cate´gorie bi-compliciale de Wald-
hausen des triplets
(E•, F•, u)
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ou` E• est un complexe de DF ′-module a` cohomologie cohe´rente et borne´e,
F• un complexe de p
−1DF ′′-modules acycliques, et
u : Dp,• ⊗DF ′ E• −→ F•
un quasi-isomorphisme. On pose alors
p+ : A
′(p) −→ C(f)
(E•, F•, u) 7→ p∗(F•)
Il est alors clair, que le morphisme induit sur les spectres de K-the´orie
p+ : K
D(F ′) ≃ K(A′(p)) −→ K(C(f)) ≃ KD(F ′′)
coincide avec celui de´fini pre´ce´demment.
Soit A(f, i, p) la cate´gorie bi-compliciale de Waldhausen dont les ob-
jets sont les
(E•, F•, u, G•, v, w)
avec
• (E•, F•, u) un objet de A(f)
• v : Dp,• ⊗DF ′ i∗(Di ⊗DF E•) −→ G• est un quasi-isomorphisme, et
G• un complexe de p
−1(DF ′′)-modules acycliques
• w : i∗(F•) −→ G• est un quasi-isomorphisme de complexes de
DF ′′-modules
Conside´rons le diagramme ”exact” de cate´gories bi-compliciales de Wald-
hausen
A(f)
f+ //
a

C(f)
A(f, i, p)
b
eeJJJJJJJJJ
c
yytt
tt
tt
tt
t
d
%%K
KK
KK
KK
KK
A′(i)
i+
// C(p) A′(p)
p+
OO
eoo
Les foncteurs a, b, c, d et e e´tant les foncteurs canoniques
a : A(f) −→ A′(i)
(E•, F•, u) 7→ E•
b : A(f, i, p) −→ A(f)
(E•, F•, u, G•, v, w) 7→ (E•, F•, u)
c : A(f, i, p) −→ A′(i)
(E•, F•, u, G•, v, w) 7→ E•
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d : A(f, i, p) −→ A′(p)
(E•, F•, u, G•, v, w) 7→ (Dp,• ⊗DF ′ i∗(Di ⊗DF E•, G•, v))
e : A′(p) −→ C(p)
(E•, F•, u) 7→ E•
Il est alors e´vident que a ◦ b = c, et que i+ ◦ c = e ◦ d.
De plus
(E•, F•, u, G•, v, w) 7→ p∗w
induit un quasi-isomorphisme entre les foncteurs f+ ◦ b et p+ ◦d. Enfin, a`
l’aide de [Th, 1.9.7, 1.9.8], on montre que les morphismes e et a induisent
des e´quivalences sur les cate´gories de´rive´es, et donc des isomorphismes
dansHoSp sur les spectres deK-the´orie. Ainsi, lorsque que l’on conside`re
le diagramme induit au niveau des spectres de K-the´orie, on obtient un
diagramme commutatif dans HoSp
KD(F ) ≃ K(A(f))
f+ //
a

K(C(f)) ≃ KD(F ′′)
K(A(f, i, p))
b
kkVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
c
sshhhhh
hhh
hhh
hhh
hhh
hh
d
++VVVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
KD(F ) ≃ K(A′(i))
i+ //KD(F ′) ≃ K(C(p)) ≃ KD(F ′) K(A′(p)) ≃ KD(F ′)
eoo
p+
OO
Pour terminer la preuve, il nous reste a` montrer que le morphisme
b : K(A(f, i, p)) −→ K(A(f))
est un isomorphisme. Pour cela il nous suffit de montrer que le foncteur
b : A(f, i, p) −→ A(f) induit une e´quivalence au niveau des cate´gories
de´rive´es
Rb : D(A(f, i, p)) −→ D(A(f))
ce qui provient d’une nouvelle application des me´thodes de [Th, 1.9.7,
1.9.8]. Montrons a` titre d’exemple que Rb est essentiellement surjectif.
Soit (E•, F•, u) un objet de D(A(f)). Choisissons un re´solution injec-
tive dans la cate´gorie des p−1DF ′′-modules
v : Dp,• ⊗DF ′ i∗(Di ⊗DF E•) −→ G•
Comme Dp,• est un complexe de DF ′-modules localement libres, le mor-
phisme naturel
can : Dp,• ⊗DF ′ i∗(Di ⊗DF E•) −→ i∗(i
−Dp,• ⊗i−DF ′ Di ⊗DF E•)
est un isomorphisme dans C(p).
De plus, comme Di est plat sur DF , le quasi-isomorphisme
φ : Dp,• −→ Dp
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induit un quasi-isomorphisme
φ : i∗(i
−1Dp,• ⊗i−DF ′ i∗(Di ⊗DF E•)) −→ i∗(i
−Dp ⊗i−DF ′ Di ⊗DF E•)
Or, on sait que Df est isomorphe a` i−1Dp ⊗i−DF ′ Di. On a donc un
quasi-isomorphisme naturel
φ ◦ can−1 : Dp,• ⊗DF ′ i∗(Di ⊗DF E•) −→ i∗(Df ⊗DF E•)
Enfin, comme i∗ est exact, le morphisme
i∗(u) : i∗(Df ⊗DF E•) −→ i∗(F•)
est un quasi-isomorphisme. Par composition, ceci induit un quasi-isomorphisme
Dp,• ⊗DF ′ i∗(Di ⊗DF E•) −→ i∗(F•)
Donc, comme v est une re´solution injective du membre de gauche, on en
de´duit qu’il existe un quasi-isomorphisme
w : i∗(F•) −→ G•
Ainsi, l’objet (E•, F•, u, G•, v, w) est un ”ante´ce´dent” de (E•, F•, u) par
Rb. ✷
Lemme 4.7 1. Soit i : F −→ F ′ et j : F ′ −→ F ′′ deux morphismes
repre´sentables, fini et non-ramifie´s. Alors
(j ◦ i)+ = j+ ◦ i+ : K
D −→ KD(F ′′)
2. Soit p : F −→ F ′ et q : F ′ −→ F ′′ deux morphismes propres et
lisses. Alors
(q ◦ p)+ = q+ ◦ p+ : K
D −→ KD(F ′′)
Preuve:
(1) Comme Di ( resp. Dj ) sont localement libre sur DF ( resp.
DF ′ ), on a, pour tout complexe de DF -modules a` cohomologie borne´e et
cohe´rente E•, des isomorphismes fonctoriels en E•
j+ ◦ i+(E•) ≃ j∗(Dj ⊗DF ′ i+(E•))
≃ j∗(Dj ⊗DF ′ i∗(Di ⊗DF E•))
≃ j∗(i∗(i−1Dj ⊗i−DF ′ Di ⊗DF E•))
≃ (j ◦ i)∗(Dj◦i ⊗DF E•)
≃ (j ◦ i)+(E•)
Ce qui montre (1).
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(2) Soit Dp,• −→ Dp ( resp. Dq,• −→ Dq ) la re´solution de De Rham
( [Bo, 5.3 (ii)] ). Alors, comme Dq est plat sur q−1DF ′, le morphisme
naturel
φ : p−1Dq,• ⊗q−DF ′ Dp,• −→ p
−Dq ⊗q−DF ′ Dp ≃ Dq◦p
est un quasi-isomorphisme.
NotonsA′′(p) ( resp. A′′(q) ) la cate´gorie bi-compliciale deWaldhausen
des complexes de DF -modules ( resp. DF ′-modules ) acycliques, et a`
cohomologie cohe´rente et borne´e.
Remarquons que si E est un DF -module acyclique, Dp,• ⊗DF E est
un complexe de p−1DF ′-modules, localement isomorphes a` une somme
directe de E. C’est donc un complexe de p−1DF ′-modules acycliques.
Ainsi, on peut de´finir des foncteurs exacts
p+ : A
′′(p) −→ A′′(q)
E• 7→ p∗(Dp,• ⊗DF E)
q+ : A
′′(q) −→ C(q ◦ p)
E• 7→ q∗(Dq,• ⊗DF ′ E)
(q ◦ p)+ : A
′′(p) −→ C(q ◦ p)
E• 7→ (q ◦ p)∗(p−1Dq,• ⊗p−DF ′ Dp,• ⊗DF E)
Il est imme´diat que ces foncteurs induisent les morphismes de´finis plus
haut
p+ : K
D(F ) −→ KD(F ′)
q+ : K
D(F ′) −→ KD(F ′′)
(q ◦ p)+ : K
D(F ) −→ KD(F ′′)
Or, comme Dq,• est localement libre sur DF ′, on a des isomorphismes
canoniques
q+ ◦ p+(E•) ≃ q∗(Dq,• ⊗DF ′ p∗(Dp,• ⊗DF E•))
≃ q∗(p∗(p−1Dq,• ⊗p−DF ′ Dp,• ⊗DF E•))
≃ (q ◦ p)∗(p−1Dq,• ⊗p−DF ′ Dp,• ⊗DF E•)
≃ (q ◦ p)+(E•)
✷
On termine alors la preuve du point (1) en utilisant un lemme formel
suivant.
Lemme 4.8 Soit H : Ob(DM) −→ Ob(HoSp), une application. On
suppose que pour tout morphisme propre f : F −→ F ′ dans LDM, il
existe un morphisme dans HoSp
f+ : H(F ) −→ H(F
′)
qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes
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• si f = p ◦ i, avec i un morphisme repre´sentable fini et non-ramifie´
de LDM, et p un morphisme lisse, alors
f+ = p+ ◦ i+
• si f = i ◦ p, avec i un morphisme repre´sentable fini et non-ramifie´
de LDM, et p un morphisme lisse, alors
f+ = i+ ◦ p+
• si i : F −→ F ′ et j : F ′ −→ F ′′ sont deux morphismes repre´sentables
finis, et non-ramifie´s de LDM, alors
(j ◦ i)+ = j+ ◦ i+
• si p : F −→ F ′ et q : F ′ −→ F ′′ sont deux morphismes propres et
lisses de LDM, alors
(q ◦ p)+ = q+ ◦ p+
Alors, pour tout morphisme propre f : F −→ F ′ et g : F ′ −→ F ′′ de
LDM, on a
(g ◦ f)+ = g+ ◦ f+
Preuve: On conside`re le diagramme commutatif suivant de LDM
F
f //
i

F ′
j

g // F ′′
F × F ′
k

p
66lllllllllllllll
h // F ′ × F ′′
q
::uuuuuuuuu
F × F ′ × F ′ × F ′′
r
66lllllllllllll
ou` i, k et j sont les graphes de f , j ◦ p et g, et p, q, r les projections. On
a alors
g+ ◦ f+ = q+ ◦ j+ ◦ p+ ◦ i+
= q+ ◦ h+ ◦ i+
= q+ ◦ r+ ◦ k+ ◦ i+
= (q ◦ r)+ ◦ (k ◦ i)+
= (g ◦ f)+
✷
Preuve de (2): Il faut montrer que Rf+ pre´serve les proprie´te´s d’eˆtre
a` cohomologie holonome et a` cohomologie holonome re´gulier. La foncto-
rialite´ se de´montre alors exactement comme dans le point (1).
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Lemme 4.9 Le foncteur Rf+ preserve la proprie´te´ d’eˆtre ”a` cohomologie
holonome ( resp. ”a` cohomologie holonome re´gulier” ).
Preuve: Comme c’est une assertion locale sur F ′et, le cas ou` f est
repre´sentable se traite comme celui des sche´mas ( [Bo, 10.1, 12.2] ). De
plus, on peut toujours supposer que F ′ est un sche´ma affine Y .
Soit F1 →֒ F le support re´duit d’un DF -module holonome ( resp.
holonome re´gulier ) M. Soit U →֒ F1 un sous-champ ouvert dense, lisse
sur k, qui est une gerbe sur son espace de modules V , que l’on peut
supposer lisse et affine. Notons
i : U →֒ F
l’immersion canonique. On conside`re alors le triangle dans la cate´gorie
de´rive´e desDF -modules a` cohomologie borne´e et holonome ( resp. holonome
re´gulier )
N
a
  A
AA
AA
AA
A
i+ ◦ i!M
+1
::uuuuuuuuu
Moo
ou` N est le cone du morphisme naturel
a :M−→ Ri+ ◦ i
!M
Alors, comme a et un isomorphisme sur U , N posse`de un support de
dimension strictement plus petite que celui de M. En raisonnant par
re´currence, il nous suffit donc de de´montrer le lemme pour des DF -
modules de la forme i+ ◦M, ou` i : U →֒ F est une immersion localement
ferme´e, U une gerbe sur un sche´ma lisse et affine V , etM un DU -module
holonome ( resp. holonome re´gulier ). Ainsi, on peut supposer que F est
une gerbe sur un sche´ma affine et lisse X .
Le morphisme f : F −→ Y se factorise alors par
f : F
p // X
g // Y
ou` p est la projection sur l’espace de modules. Le cas de Rg+ est de´ja`
connu, car g est repre´sentable. Il nous reste donc a` traiter le cas de Rp+.
En localisant sur Xet, on se rame`ne au cas ou` F = [X/H ], avec H un
groupe fini ope´rant trivialement sur X . Alors, la donne´e d’un DF -module
est e´quivalente a` la donne´e d’un DX-module H-e´quivariant. De plus le
foncteur Rp+ ≃ p+ est exact, et associe a` un DX-module e´quivariantM,
le sous DX-module des invariants par H , MH . Comme ce sous-modules
est un facteur direct de M, il est holonome ( resp. holonome re´gulier )
si M l’est. ✷
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4.1.2 Comparaison entre G et KD
Le but de ce paragraphe est de de´montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 4.10 Pour tout champ F dans LDM, il existe un isomor-
phisme dans HoSp
δ−1F : G(F ) −→ K
D(F )
qui commute avec les images directes de morphismes propres.
Preuve: On de´finit un foncteur exact
δ−1F : Coh(F ) −→ Coh
D
E 7→ DF ⊗OF (E ⊗OF ω
∨
F )
ou` ω∨F est le dual du faisceau inversible canonique ωF := DetΩ
1
F .
Ce foncteur induit un morphisme sur les spectres de K-the´orie
δ−1F : G(F ) −→ K
D(F )
Lemme 4.11 Le morphisme δ−1F est un isomorphisme dans HoSp
Preuve: Comme toutD-module admet une bonne filtration, le de´vissage
de [Q, 6.7], implique que le foncteur E 7→ DF ⊗OF E induit un isomor-
phisme entre les spectres G(F ) et KD(F ). De plus, comme ω∨F est in-
versible, le foncteur E 7→ E ⊗OF ω
∨
F induit aussi une e´quivalence sur le
spectre G(F ). Ainsi, par composition δ−1F est un isomorphisme dans
HoSp. ✷
Pour la covariance de δ−1F , on factorise tout morphisme propre f : F −→ F
′
par son graphe
f : F
i // F × F ′
p // F ′
On se rame`ne donc a` deux cas, celui ou` f = i est repre´sentable fini et
non-ramifie´, et celui ou` f = p est un morphisme lisse.
Commenc¸ons par le cas ou` f est fini et non-ramifie´. Comme i+ est
alors exact, on peut re´aliser l’image directe en K-the´orie par la foncteur
i+ : Coh
D(F ) −→ CohD(F ′)
M 7→ i∗(Di ⊗DF M)
Comme Di est localement libre sur DF , on a des isomorphismes canon-
iques
i+ ◦ δ
−1
F (E) ≃ i∗(Di ⊗DF ρ(E))
≃ i∗(Di ⊗DF DF ⊗OF E ⊗OF ω
∨
F )
≃ i∗(Di ⊗OF E ⊗OF ω
∨
F )
≃ i∗(i
−1(DF ′ ⊗OF ′ ω
∨
F ′)⊗f−OF ′ ωF ⊗OF E ⊗OF ωF )
≃ i∗(i
−1(DF ′ ⊗OF ′ ω
∨
F ′)⊗f−OF ′ E)
≃ DF ′ ⊗OF ′ ω
∨
F ′ ⊗OF ′ i∗(E)
≃ δ−1F (i∗(E))
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Le cas ou` f est un morphisme lisse se traite d’une manie`re analogue,
en utilisant la re´solution de De Rham de Df . ✷
De´finition 4.12 On pose
δF := (δ
−1
F )
−1 : KD(F ) −→ G(F )
En localisant cette construction pour la topologie e´tale, on obtient
une comparaison entre G et KD.
The´ore`me 4.13 Pour tout champ F dans LDM, il existe un isomor-
phisme dans HoSp
δ−1F : G(F ) −→ K
D(F )
qui commute avec les images directes de morphismes propres repre´sentables.
De plus, on a un diagramme commutatif dans HoSp
G(F )
δ−1
F //
can

KD(F )
can

G(F )
δ−1
F //KD(F )
Preuve: C’est la meˆme que celle de 4.13. ✷
Le point fondamental que l’on utilisera par la suite, est le calcul ex-
plicite de δF au niveau du K0.
Proposition 4.14 Soit M un DF -module cohe´rent sur un champ F de
LDM. Soit Mi →֒ Mi+ →֒ M une bonne filtration de M, et GrM
son module gradue´, vu comme faisceau cohe´rent sur le champ cotangent
T ∗F . Alors, on a une e´galite´ dans G(F )
δF ([M]) = e
∗[GrM]
ou` e : F →֒ T ∗F est la section nulle.
On a aussi
δF ([M]) = DR(M)
ou` DR(M) est la classe du complexe de De Rham de M dans G(F )
( au sens de [A] ).
Preuve: C’est la meˆme que [A-L, 1.2.1]. ✷
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4.2 Etude des spectres de K-the´orie des D-modules holonomes
4.2.1 Le lemme de Kashiwara
Dans cette section nous allons rappeler Le lemme de Kashiwara et
en de´duire de tre`s fortes proprie´te´s pour les spectres de K-the´orie des
D-modules holonomes.
The´ore`me 4.15 ( ”Lemme de Kashiwara” ) Soit j : F ′ →֒ F une im-
mersion ferme´e de champs de LDM, et i : U →֒ F l’immersion ouverte
comple´mentaire. Alors on a
j! ◦ j+ = Id : K
h(F ) −→ Kh(F )
et
j+ ◦ j
! + i+ ◦ i
! = Id : Kh(F ) −→ Kh(F )
dans HoSp.
Il en est de meˆme pour les foncteurs Kh, Kh,r et Kh,r.
Preuve: Donnons la de´monstration pour le cas du foncteur Kh. Le
cas de Kh,r se traite de la meˆme fac¸on. Par localisation on obtiendra
alors le re´sultat pour les foncteurs Kh et Kh,r.
Soit HOL(F on F ′) la cate´gorie des DF -modules holonome dont le
support est contenu dans F ′. Les meˆmes calculs que ceux faits dans [Bo,
7.11] montrent que les foncteurs j+ et j
! de´finissent des e´quivalences, ”in-
verses l’une de l’autres”, entre les cate´gories HOL(F ′) et HOL(F on F ′)
( c’est le ”lemme de Kashiwara” ).
SoitKh(F on F ′) le spectre deK-the´orie de la cate´gorieHOL(F on F ′).
On notera
c : Kh(F on F ′) −→ K(F )
le morphisme induit par l’inclusion naturelle. Notons aussi
jF
′
+ : K
h
∗(F
′) −→ Kh∗(F on F
′)
j!F ′ : K
h
∗(F on F
′) −→ Kh∗(F
′)
les morphisme induits par les foncteurs exacts j+ et j
!. Ils ve´rifient
clairement j!F ′ ◦ j
F ′
+ = Id et j
F ′
+ ◦ j
!
F ′ = Id. De plus, on a j+ = c ◦ j
F ′
+ et
j! ◦ c = j!F ′.
On peut alors e´crire
j! ◦ j+ = j! ◦ c ◦ jF
′
+
= j!F ′ ◦ j
F ′
+
= Id
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Le the´ore`me de localisation de [Q, 5.5], implique que l’on a un triangle
dans HoSp
Kh(F on F ′)
c
&&MM
MM
MM
MM
MM
M
Kh(U)
−1
88ppppppppppp
K(F )i
!
oo
De plus, comme i! posse`de une section i+ : K
h(U) −→ Kh(F ), ce triangle
se scinde, et donne lieu a` une suite exacte courte scinde´e
0 //Kh∗(F on F
′)
c //Kh∗(F )
i! //Kh∗(U)
// 0
Et en utilisant l’e´quivalence entre HOL(F on F ′) et HOL(F ′), on trouve
une suite exacte scinde´e
0 //Kh∗(F
′)
j+ //Kh∗(F )
i! //Kh∗(U)
// 0
Ecrivons alors
Id = α + i+i
!
Ainsi, i! = i! ◦α+ i!, et donc i! ◦ α = 0. Ceci montre que l’on peut e´crire
α = j+ ◦β, avec β : Kh∗(F
′) −→ Kh∗(F ). Le fait que j
! ◦ j+ = Id implique
alors que j! = β + j! ◦ i+ ◦ i
!.
Il ne nous reste qu’a` montrer que j! ◦ i+ = 0.
Soit A la cate´gorie bi-compliciale Waldhausen des triplets (E•, F•, u),
ou`E• est un complexe deDU -modules acycliques a` cohomologie holonome
et borne´e, et
u : i∗E• −→ F•
est un quasi-isomorphisme de complexes de DF -modules avec F• un
complexe de DF -modules plats. Soit B la cate´gorie des complexes de
DF ′-modules a` cohomologie holonome et borne´e. On veut montrer que
l’unique transformation naturelle de foncteurs exacts
0⇒ i+ ◦ j! : A −→ B
(E•, F•, u) 7→ j∗(F•)
est un quasi-isomorphisme. Comme ceci est local sur Fet, on peut se
ramener au cas ou` F est un sche´ma affine. Le re´sultat provient alors de
[Bo, V I 8.5]. ✷
Corollaire 4.16 Soit
F ′1
j′ //
f1

F ′
f

F1 j
// F
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un diagramme carte´sien de champ de LDM, avec j une immersion lo-
calement ferme´e. Alors on a
j! ◦ f+ = (f1)+ ◦ (j
′)! : Kh(F ) −→ Kh(F )
Il en est de meˆme pour les foncteurs Kh, Kh,r et Kh,r.
Preuve: Comme pour le the´ore`me, nous ne donnerons la preuve que
dans le cas du foncteur Kh∗ .
De la cas ou` j est une immersion ouverte, le corollaire provient du fait
que les images directes sont compatibles avec les changements de bases
e´tales.
Supposons maintenant que j est une immersion ferme´e. Notons
i : F − F1 →֒ F et i′ : F ′ − F ′1 →֒ F
′, les immersions ouvertes
comple´mentaires, et g : F ′ − F ′1 −→ F − F1 le morphisme induit.
Soit x ∈ Kh∗(F
′). A l’aide du the´ore`me 4.15 on peut e´crire
x = j′+(j
′)!(x) + i′+(i
′)+(x)
On a donc
j!f+(x) = j
!f+j
′
+(j
′)!(x) + j!f+i
′
+(i
′)!(x)
= j!j+(f1)+(j
′)!(x) + j!i+g+i
′
+(x)
= (f1)+(j
′)!(x)
car j!i+ = 0.
Dans le cas ge´ne´ral, on factorise j en une immersion ferme´e suivie
d’une immersion ouverte, et on utilise les deux cas pre´ce´dents. ✷
Corollaire 4.17 Soit F un champ de LDM, et ji : Fi →֒ F des sous-
champs localement ferme´s de LDM formant une stratification de F .
Alors ∑
i
: (ji)+ ◦ j
!
i = Id : K
h(F ) −→ Kh(F )
Il en est de meˆme pour les foncteurs Kh, Kh,r et Kh,r.
Preuve: Ce corollaire se de´duit imme´diatement du the´ore`me pre´ce´dent
par une re´currence sur le nombre de sous-champs Fi. ✷
4.2.2 Fonctions constructibles a` valeurs dans un foncteur et the´ore`mes
de de´vissage
Commenc¸ons par introduire la notion de fonctions constructibles a` valeurs
dans un foncteur.
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Rappelons pour cela que pour tout point x ∈ |F |, on dispose d’un
morphisme canonique
ix : x˜ −→ F
Si x est un point de F , et H : LDM −→ Ab un foncteur contravariant,
nous noterons
H(x˜) := colimUH(U)
ou` U parcourt les sous-champs ouverts non-vides et lisses de {x}. On
dispose alors d’un morphisme de restriction
i∗x : H(F ) −→ H(x˜)
De´finition 4.18 Soit H : LDM −→ Ab un foncteur contravariant. On
de´finit le groupe des fonctions constructibles sur F a` coefficients dans H
par
FctH(F ) := {(σx) ∈
∏
x∈|F |
H(x˜) / ∀x ∈ |F |,
∃U ouvert dense de {x}, et σU ∈ H(U) / ∀y ∈ |U | σy = i
∗
y(σU )}
Par exemple, si H est un foncteur constant de´fini par un groupe
abe´lien A, FctH(F ) coincide avec le groupe des fonctions constructibles
de M a` valeurs dans A, ou` M est l’espace de modules de F .
Notons qu’il existe un morphisme naturel
H(F ) −→ FctH(F )
σ 7→ ((i∗x(σ))x∈|F |)
Proposition 4.19 Pour tout foncteur contravariant
H : LDM −→ Ab
on peut munir F 7→ FctH(F ) d’une unique structure de foncteur con-
travariant compatible avec le morphisme naturel
H(F ) −→ FctH(F )
Preuve: Soit f : F −→ F ′ un morphisme de LDM, et (σx) un
e´le´ment de FctH(F
′). Soit y ∈ |F | un point de F au-dessus d’un point x
de F ′, et fy : y˜ −→ x˜ le morphisme induit. On pose alors
f ∗(σx)y := f
∗
y (σx)
Cette de´finition ve´rifie clairement les hypothe`ses demande´es. ✷
160
The´ore`me 4.20 Il existe des isomorphismes compatibles avec les images
re´ciproques sur LDM
Kh∗(F ) ≃ FctK
∇
∗ (F )
Kh,r∗ (F ) ≃ FctK
∇,r
∗ (F )
Kh∗(F ) ≃ FctK
∇
∗ (F )
Kh,r∗ (F ) ≃ FctK
∇,r
∗ (F )
Preuve: Comme pour le the´ore`me 4.15, on ne de´montrera ce re´sultat
que pour le foncteur Kh∗ .
Pour un champ F ( suppose´ connexe ) dans LDM, on conside`re
γF :=
∏
x∈|F |
j!x : K
h
∗(F ) −→
∏
x∈|F |
Kh∗(x˜)
Comme la cate´gorie des Dx˜-modules est e´quivalente a` la cate´gorie des
connexions sur x˜, la continuite´ du foncteur de K-the´orie implique que
l’inclusion naturelle induit un isomorphisme
K∇∗ (x˜) ≃ K
h
∗(x˜)
Le morphisme obtenu
Kh∗(F ) −→
∏
x∈|F |
K∇∗ (x˜)
est contravariant par de´finition.
Remarquons alors que l’image d’un e´le´ment σ ∈ Kh∗(F ) par γF est un
e´le´ment constructible dans
∏
x∈|F |K
∇
∗ (x˜). Ceci est e´quivalent au fait que
pour tout e´le´ment σ ∈ Kh∗(F ), il existe un sous-champ ouvert i : U →֒ F
tel que i!σ est dans l’image de K∇∗ (U). Soit ξ le point ge´ne´rique de F .
Comme le morphisme naturel
K∇∗ (ξ˜) −→ K
h
∗(ξ˜)
est un isomorphisme, pour tout σ ∈ Kh∗(F ), il existe un sous-champ ou-
vert lisse U →֒ F non vide, un e´le´ment σ′ ∈ K∇(U), tel que i!ξ(σ) = i
!
ξ(σ
′).
Ce qui implique qu’il existe un ouvert lisse j : V →֒ U →֒ F , non vide,
avec j!(σ) = j!(σ′). Ainsi, j!(σ) est dans l’image de K∇∗ (V ).
Montrons alors que γF induit un isomorphisme deK
h
∗(F ) sur FctK
∇
∗ (F ).
Soit σ ∈ Kh∗(F ), et supposons que γF (σ) = 0. En particulier si ξ
est le point ge´ne´rique de F , i!ξ(σ) = 0, et donc il existe un sous-champ
ouvert non-vide lisse j0 : F0 →֒ F tel que j!0(σ) = 0. Soit x un des points
ge´ne´riques du comple´mentaire re´duit F ′ = (F − U)red. Alors i
!
x(σ) = 0.
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On peut donc trouver un ouvert non-vide lisse de F1, j1 : F1 →֒ F0 →֒ F ,
tel que j!1(σ) = 0. Ainsi, par re´currence noethe´rienne on trouve une
stratification de F par des sous-champs localement ferme´s et lisses,
ji : Fi −→ F , tel que
j!i(σ) = 0 ∀ i
Le corollaire 4.17 implique alors que
σ =
∑
i
(ji)+ ◦ j
!
i(σ) = 0
Ceci montre que γ est injective.
Soit (σx) ∈ FctK∇∗ (F ). Par de´finition, il existe une stratification de
F par des sous-champs localement ferme´s et lisses, ji : Fi →֒ F , et des
e´le´ments σi ∈ K∇(Fi), tels que
i!x(σi) = σx ∀ x ∈ |Fi|
Posons
σ =
∑
i
(ji)+(σi)
Alors, le corollaire 4.16, implique que, pour x ∈ |Fi|
i!x(σ) = i
!
x(σi) = σx
Ce qui montre que γF (σ) = (σx). ✷
Par la suite, si f : F −→ F ′ est un morphisme de LDM, nous noterons
f+ : FctK
∇
∗ (F ) −→ FctK
∇
∗ (F
′)
le morphisme de´fini par le carre´ commutatif suivant
Kh∗(F )
f+ //
γF

Kh∗(F
′)
γF ′

FctK
∇
∗ (F ) f+
// FctK
∇
∗ (F
′)
On de´finit de la meˆme manie`re des images directes sur les foncteurs
FctK
∇,r
∗ , FctK
∇
∗ et FctK
∇
∗ . Remarquons que pour les deux derniers, ces
images directes ne sont de´finies que pour des morphismes repre´sentables.
Par la suite nous identifierons Kh∗ avec FctK
∇
∗ et K
h,r
∗ avec FctK
∇,r
∗
par les isomorphismes 4.20.
Proposition 4.21 Les foncteurs covariants Kh∗(−) et K
h,r
∗ (−), de la
cate´gorie LDM et morphismes repre´sentables, s’e´tendent de fac¸on unique
en des foncteurs covariants sur LDM.
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On a alors, pour tout morphisme de LDM, f : F −→ F ′ un dia-
gramme commutatif
Kh∗(F )
γF //
f+

G∗(F )
f∗

Kh∗(F
′)
γF ′ //G∗(F
′)
Preuve: Nous ne de´montrerons cette proposition que pour le foncteur
Kh∗(−), le second cas se traitant de fac¸on similaire.
Commenc¸ons par l’unicite´.
Soit f : F −→ F ′ un morphisme de LDM, et σ ∈ Kh∗(F ). On peut
choisir une stratification j : Fi →֒ F de F , telle que chaque Fi soit une
gerbe triviale sur un sche´ma lisse Xi, et de plus qu’il existe σi ∈ K
h
∗(Fi),
avec σ =
∑
i(ji)+(σi). Or, si on note pi : Xi −→ Fi une section, le
morphisme induit
(pi)+ : K
h
∗(Xi) −→ K
h
∗(Fi)
est surjectif. On e´crit alors σi = (pi)+(αi). Mais comme les morphismes
gi : Xi −→ F , et hi : Xi −→ F ′ sont repre´sentables, l’image directe de
σ, si elle existe, doit ve´rifier
f+(σ) =
∑
i
f+(gi)+(αi) =
∑
i
(hi)+(αi)
Elle est donc de´termine´e uniquement par (hi)+ et (gi)+.
Notons toujours f : F −→ F ′ un morphisme de LDM, et
σ ∈ Kh∗(F ).
Si F et F ′ sont des gerbes lisses sur des espaces alge´briques lisses X
et X ′, les morphismes naturels induits par les projections p : F −→ X
et p′ : F ′ −→ X ′
p∗ : Kh∗(X) −→ K
h
∗(F )
(p′)∗ : Kh(X ′) −→ Kh(F ′)
sont des isomorphismes. Notons m et m′ les ordres de ramifications de
F et F ′ sur X et X ′. On de´finit alors l’image directe par le diagramme
commutatif suivant
Kh∗(F )
f+ //Kh∗(F
′)
Kh∗(X)
1
m
.p∗
OO
Mf+
//Kh∗(X
′)
1
m′
.(p′)∗
OO
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ou` Mf : X −→ X ′ est le morphisme induit sur les espaces de modules.
Dans le cas ou` f est quelconque, on trouve des stratifications j′i : F
′
i →֒ F
′
et jk : Fk →֒ F par des gerbes lisses et compatible avec f ( i.e. une strate
est envoye´e dans une strate ). Pour chaque k, on note f(k) un entier tel
que f(Fk) →֒ F ′f(k), et
fk : Fk −→ Ff(k)
le morphisme induit. On pose alors
f+(σ) :=
∑
k
(j′f(k))+(fk)+j
!
k(σ)
Comme l’ensemble des stratifications est filtrant, on ve´rifie que cette
de´finition ne de´pend pas des choix des F ′i , Fk, f(k), et de´finit sur K
h
∗(−)
une structure de foncteur covariant, compatible avec celle de´finie pre´ce´demment
pour les morphismes repre´sentables. ✷
4.3 Les the´ore`mes de Grothendieck-Riemann-Roch pour les
D-modules
4.3.1 Le the´ore`me de Grothendieck-Riemann-Roch en
KD-the´orie
The´ore`me 4.22 Pour chaque F objet de LDM, il existe un unique mor-
phisme
τ rep,DF : K
D
∗ (F ) −→ H
rep
• (F, ∗)Q
tel que
1. si F est dans QLDM, alors
τ rep,DF : K
D
∗ (F ) −→ H
rep
• (F, ∗)
x 7→ Tdrep(F ).Chrep(δF (x))
De meˆme, si X est un sche´ma quasi-projectif, τ rep,DX coincide avec
le morphisme de´fini dans [A-L, 3.4].
2. pour tout morphisme propre de LDM, f : F −→ F ′, on a
f∗ ◦ τ
rep,D
F = τ
rep,D
F ′ ◦ f+
3. si f : F −→ F ′ est un morphisme repre´sentable et e´tale de champs
de LDM, alors
τ rep,DF ◦ f
!(x) = f ∗ ◦ τ rep,DF ′ (x)
pour tout x ∈ KD (F
′).
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Preuve: On pose
τ rep,DF := τ
rep
F ◦ δF
et on compose le the´ore`me pre´ce´dent avec le the´ore`me de Grothendieck-
Riemann-Roch 3.36. ✷
Remarquons que l’on peut composer ce the´ore`me avec le morphisme
canonique
Kh∗(F ) −→ K
D
∗ (F )
On notera la transformation de Riemann-Roch obtenue par
τ rep,hF : K
h
∗(F ) −→ H
•
rep(F, ∗)
4.3.2 Le the´ore`me de Grothendieck-Riemann-Roch en
Kh-cohomologie
The´ore`me 4.23 Pour chaque F objet de LDM, il existe un unique mor-
phisme
τhF : K
h
∗(F ) −→ H•(F, ∗)Q
tel que
1. si F est dans QLDM, alors
τhF : K
h
∗(F ) −→ H•(F, ∗)Q
x 7→ Td(F ).Ch(δF (x))
si X est un espace alge´brique lisse, alors τhX coincide avec le mor-
phisme de´fini dans [A-L, 3.4].
2. pour tout morphisme propre de LDM, f : F −→ F ′, on a
f∗ ◦ τ
h
F = τ
h
F ′ ◦ f+
3. si f : F −→ F ′ est un morphisme repre´sentable et e´tale de champs
de LDM, alors
τhF ◦ f
!(x) = f ∗ ◦ τhF ′(x)
pour tout x ∈ Kh0(F
′).
Preuve: On pose τhF := τF ◦ δF , ou` on a encore note´ δF le morphisme
compose´
Kh(F )
nat //KD(F )
δF //K(F )
Le seul point non trivial est le point (2), dans le cas ou` f est non
repre´sentable.
Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre, et σ ∈ Kh∗(F ). A l’aide de
[D-M] et de la re´solution des singularite´, on peut trouver un sche´ma lisse
X , muni d’un morphisme propre, surjectif et ge´ne´riquement fini
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p : X −→ F . En raisonnant par re´currence noethe´rienne, on peut
supposer que p est tel que, pour tout sous-champ ferme´ irre´ductible
F1 →֒ F , il existe une composante connexe de X au-dessus de F1,
sur laquelle p est ge´ne´riquement fini.
Sous ces hypothe`se, le morphisme
p+ : K
h
∗(X) −→ K
h
∗(F )
est surjectif. En effet, soit ji : Fi →֒ F une stratification par des sous-
champs lisses, et ki : Xi →֒ X des sous-espace localement ferme´s, tel
que
p : Xi −→ Fi
soit e´tale et fini. Une utilisation de 4.17 nous rame`ne donc au cas ou` p
est un morphisme e´tale et fini. Mais alors, on a
p+p
!(σ) = m.σ
ou` m est le degre´ de X sur F . Ceci montre que p+ est surjectif.
Soit alors σ′ ∈ Kh∗(X), avec σ = p+(σ
′). Alors, comme le point (2)
est vrai pour les morphismes repre´sentables, il est vrai pour p et f ◦ p.
On a donc
τhF ′(f+(σ)) = τ
h
F ′(f+p+(σ
′))
= f+p+τ
h
X(σ
′)
= f+τ
h
F (p+(σ
′))
= f+τ
h
F (σ)
✷
4.4 Exemples d’application
Si p : F −→ F est le morphisme structural d’un champ propre F de
LDM, et M un DF -module sur F , nous noterons
Ind(F,M) := p+(M) ∈ K
D
 (Speck) = Z
Remarque: Par de´finition des images directes deD-modules, Ind(F,M)
est aussi la caracte´ristique d’Euler du complexe de De Rham deM sur F .
Corollaire 4.24 Soit F un champ propre de QLDM, et M un
DF -module cohe´rent sur F . Notons [GrM] ∈ G(T ∗F ) la classe du
gradue´ associe´. Alors
Ind(F,M) =
∫ rep
T ∗F
Chrep([GrM]).Ie∗(Td
rep(F ))
ou` e : F →֒ T ∗F est la section nulle du fibre´ cotangent a` F .
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Preuve: On utilise la proposition 4.14. ✷
Par exemple, dans le cas ou` M = OF est la connexion triviale, on
trouve
Ind(F,OF ) =
∫
T ∗IF
(Ie∗())
 =
∫
IF
Cmax(TIF )
On retrouve ainsi la formule de Gauss-Bonnet 3.45.
Remarquons aussi, que le corollaire pre´ce´dent applique´ a` une connex-
ion (V,∇) sur un fibre´ vectoriel de rang r sur F , donne
Ind(F, (V,∇) = r.χtop(F )
et meˆme, plus pre´cisemment
τhF (V,∇) = r.Cmax(TIF ) ∈ H
•
rep(F, ∗)
On remarquera que, contrairement a` ce qui se passe pour un sche´ma
( [L, 6.6.4] ), la formule pre´ce´dente ne se simplifie pas dans le cas ou` M
est holonome. En effet, le fait que GrM posse`de un support de dimen-
sion moitie´ dans T ∗F , n’implique pas a` priori que π∗F (GrM) ∈ G(T
∗IF )
posse`de encore cette proprie´te´.
Notons que l’on a toujours un morphisme canonique
p! : K∗(Speck) −→ K
∇
∗ (F )
induit par le morphisme structural p : F −→ Speck. Ce morphisme
induit donc un morphisme sur les fonctions constructibles
FctK∗(k)(F ) −→ FctK
∇
∗ (F ) ≃ K
h
∗(F )
En composant avec la transformation de Riemann-Roch, on obtient des
”morphismes d’Euler-MacPherson”
Eirep,M : FctKi(k)(F ) −→ H
•
rep(F, ∗)
De la meˆme fac¸on on peut aussi de´finir
FctK∗(k)(F ) −→ FctK
∇
∗ (F ) ≃ K
h
∗(F )
et donc
EiM : FctKi(k)(F ) −→ H
•(F, ∗)Q
Par exemple, si i = 0, on trouve deux morphisme
E0rep,M : FctZ(F ) −→ H
•
rep(F, ∗)
E0M : FctZ(F ) −→ H
•(F, ∗)Q
Pour i = 1, on a
E1rep,M : Fctk
∗(F ) −→ H•rep(F, ∗)
E1M : Fctk
∗(F ) −→ H•(F, ∗)Q
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De´finition 4.25 Soit F un champ dans LDM. Soit σ ∈ FctZ(F ). Les
caracte´ristiques d’Euler topologique et orbifold de F ponde´re´es par σ, sont
de´finies par
χorb(F, σ) :=
∑
i
σi.χ
orb(Fi)
χtop(F, σ) :=
∑
i
σi.χ
top(Fi)
ou` les sous-champs Fi →֒ F forment une stratification de F , telle que σ
soit constante e´gale a` σi sur |Fi|.
Corollaire 4.26 Soit F un champ de LDM. Pour tout σ ∈ FctZ(F ),
on a
χtop(F, σ) =
∫ rep
F
E0rep,M(σ)
χorb(F, σ) =
∫
F
E0M(σ)
Preuve: Fixons nous une stratification ji : Fi →֒ F , telle que σ soit
constant e´gale a` σi ∈ Z sur |Fi|. Notons 1i la classe de la connexion
triviale sur Fi. Alors, par de´finition de l’isomorphisme γ ( 4.20 ), on a
E0rep,M(σ) =
∑
i
σi.τ
rep,h
F ((ji)+(1i)) ∈ H
•(F, ∗)
Ainsi, le the´ore`me de Grothendieck-Riemann-Roch 4.22, applique´ a`
∑
i σi.(ji)+(1i),
donne ∑
i
σi.Ind(Fi, 1i) =
∫ rep
F
Erep,M(σ)
Ce qui est la formule que l’on voulait de´montrer.
Le cas de la caracte´ristique d’Euler orbifold se traite de la meˆme fac¸on.
✷
Ce dernier corollaire explique le choix de la terminologie de ”classe
d’Euler-MacPherson” pour l’application E0M . Notons qu’elle n’est pas
e´gale a` l’application de´finie dans [Mac]. En effet, si F = X est un
sche´ma lisse et propre, on a E0M(1X) = Cmax(TX) = Eu(X), alors que
C∗(1X) est la classe de Chern total du fibre´ tangent TX . De plus, nous
n’avons pas su de´montrer que E0M commute avec les images directes.
Corollaire 4.27 Soit F un champ propre de LDM, et x = can(λ−1(Ω
1
F )) ∈ K0(F ).
Alors
p∗(x) = χ
orb(F )
ou` p : F −→ Speck est le morphisme structural.
168
Preuve: On applique le corollaire 4.26 a` la fonction constructible
constante 1. On a donc
χorb(F, 1) = χorb(F ) =
∫
F
EM (1)
Or, EM (1) = τ
h
F (OF ), ou` OF est muni de la connexion triviale. Les
e´nonce´s 4.10 et 4.14 impliquent alors que
τhF (OF ) = τF (λ−(Ω

F ))
Ainsi, d’apre`s 3.33
χorb(F ) =
∫
F
τF (λ−1(Ω
1
F )) = p∗(λ−1(Ω
1
F ))
✷
On peut aussi donner une interpre´tation de
∫ rep
F
E1M(σ), et de
∫
F
E1M(σ),
pour σ ∈ Fctk∗(F ), en terme de ”determinants d’Euler”.
De´finition 4.28 Soit F un champ de LDM, et σ ∈ Fctk∗(F ). Notons
ji : Fi →֒ F , une stratification de F , telle que σ soit constante e´gale a`
σi ∈ k∗ sur |Fi|. Le determinant d’Euler de F ponde´re´ par σ est
Det(F, σ) :=
∏
i
σ
χtop(Fi)
i ∈ k
∗
Le determinant d’Euler orbifold de F ponde´re´ par σ est
Detorb(F, σ) :=
∏
i
σ
χorb(Fi)
i ∈ k
∗ ⊗Z Q
Pour le corollaire suivant, nous supposerons que la the´orie cohomologique
utilise´ est la the´orie de Gersten. Nous la noterons alors avec les indices
usuels des groupes de Chow
Ap(F, q) := Hp(Fet, Kp+q)
Aprep(F, q) := H
p((IF )et, Kp+q)
Corollaire 4.29 Soit F un champ de LDM et σ ∈ FctKp(k)(F ). No-
tons ji : Fi →֒ F une stratification de F , telle que σ soit constante e´gale
a` σi ∈ Kp(k) sur Fi. Alors∑
i
χtop(Fi).σi =
∫ rep
F
Eprep,M(σ)
∑
i
χorb(Fi).σi =
∫ rep
F
EpM(σ)
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En particulier
Det(F, σ) =
∫ rep
F
E1rep,M(σ)
Detorb(F, σ) =
∫
F
E1M (σ)
Preuve: Commenc¸ons par remarquer que la transformation de Riemann-
Roch
τhSpeck : K
h
p(Speck) ≃ A
(Speck, p) = Kp(Speck)
est un isomorphisme.
Comme dans la preuve du corollaire 4.26, on a
EpM (σ) =
∑
i
τ rep,hF ((ji)+(p
!
iσi))
ou` pi : Fi −→ Speck est le morphisme structural. Ainsi, par le the´ore`me
de Grothendieck-Riemann-Roch 4.23, et la formule de projection pour
les morphismes structuraux, on trouve∫ rep
F
EpM(σ) =
∑
i(pi)+p
!
i(σi)
=
∑
i(pi)+(OFi).σi
=
∑
i Ind(Fi,OFi).σi
=
∑
i χ
top(Fi).σi ∈ Kp(k)
✷
Pour terminer cette partie, notons qu’il serait inte´ressant de posse´der
des formules analogues aux formules pre´ce´dentes, mais dans un cas relatif.
On disposerait ainsi de ”classes d’Euler-MacPherson pour la K-the´orie
supe´rieure”, bien que la signification de telles formules pour les Kp avec
p > 1 me semble un peu myste´rieuses.
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5 Chapitre 5 : Champs alge´briques et champs ana-
lytiques
Ce dernier chapitre est inde´pendant des pre´ce´dents. Nous nous inte´resserons
au proble`me de comparaison entre champs analytiques et champs alge´briques
complexes. Notre but est d’essayer de ge´ne´raliser les re´sultats d’alge´brisation
d’Artin ( [A, 7.3] ), au cas des champs analytiques.
Pour cela nous commencerons par de´montrer les the´ore`mes GAGA
pour des champs alge´briques complexes de Deligne-Mumford. Ils seront
utilise´s par la suite pour de´montrer un cas particulier du the´ore`me d’Artin.
Dans cette section nous appellerons sche´ma un sche´ma localement
de type fini et se´pare´ sur SpecC. Nous noterons (Sch/C)et le site des
sche´mas, muni de la topologie e´tale. Le petit site e´tale d’un sche´ma X
sera note´ Xet. Un champ alge´brique sera un champ de Deligne-Mumford,
localement de type fini et se´pare´ sur C ( 1.10 ). Si X est un sche´ma, Xan
sera l’espace analytique associe´.
Un espace analytique, est un espace analytique complexe, localement
de type fini et se´pare´ sur C. L’espace topologique sous jacents a` un
espace analytique X sera note´ X top.
5.1 Analytification des champs alge´briques
5.1.1 Champs analytiques
Rappelons pour commencer les de´finitions suivantes.
De´finition 5.1 Un morphisme d’espaces analytiques
f : X −→ Y
est
• e´tale, si pour chaque point x ∈ X, le morphisme d’anneaux locaux
f ∗x : OY,f(x) −→ OX,x
est un isomorphisme.
• non ramifie´, si localement sur X top, c’est une immersion ferme´e.
• fini, s’il est propre et a` fibres finies.
Avec ces de´finitions, le site analytique est de´fini par la cate´gorie des
espaces analytiques, dont les morphismes couvrant sont les morphismes
e´tales et surjectifs. Il sera note´ (An/C)et. Sur ce site on dispose alors
de la notion de champs ( [L-M] ), ainsi que de morphismes de champs
repre´sentables posse´dant certaines proprie´te´s locales, comme e´tales, finis,
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non ramifie´s, lisses ... ( 1.7 ). Un champ e´quivalent a` un espace analy-
tique, sera encore appele´ un espace analytique.
De´finition 5.2 Un champ analytique ( de Deligne-Mumford et se´pare´ )
est un champ F sur le site (An/C)et tel que
1. le morphisme diagonal
∆ : F −→ F × F
est repre´sentable et fini.
2. il existe un espace analytique X et un morphisme e´tale et surjectif
X −→ F
Nous noterons Chan(C) ( resp. ChAn(C) ) la 2-cate´gorie des champs
( resp. champs analytiques ) sur (An/C)et. Les cate´gories homotopiques
associe´es, seront note´es respectivement HoChan(C) et HoChAn(C).
Remarque: Comme dans le cas des sche´mas ( 1.10 ), le morphisme
diagonal d’un champ analytique est automatiquement non ramifie´.
L’exemple standard de champ analytique est le champ quotient par un
groupe fini. Pour un action d’un groupe fini H sur un espace analytique
X , nous noterons [X/H ] le champ quotient. Son groupoide des sections
au-dessus d’un espace Y , est le groupoide des couples (P, f), ou` P −→ Y
est un H-torseur, et f : P −→ X est un morphisme H-e´quivariant.
De´finition 5.3 Le champ des ramifications d’un champ analytique F ,
est de´fini par
IF := F ×F×F F
Si la projection naturelle
πF : IF −→ F
est e´tale, on dit que F est une gerbe.
Les champs analytiques posse`dent de nombreuses proprie´te´s analogues
a` celles des champs alge´briques. Nous ne retiendrons que les suivantes.
Proposition 5.4 Soit F un champ analytique.
1. Il existe un espace analytique M , et un morphisme propre
p : F −→ M
qui est universel vers les espaces analytiques, et qui induit une bi-
jection
π0F (SpecC
an) ≃M(SpecCan)
On dira que M est un espace de modules pour F .
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2. Soit M l’espace de modules de F . Alors, il existe un recouvrement
e´tale U −→M , un espace analytique X, un faisceau en groupes finis
H constant sur X, et une ope´ration de H sur X, tel que le champ
FU := F ×M U
soit e´quivalent au champ classifiant [X/H ].
3. Si F est re´duit, il existe un sous-champ analytique ferme´ F1 →֒ F ,
tel que F − F1 soit une gerbe.
Un champ analytique sera propre si son espace de modules est un es-
pace analytique compact.
Notons pour finir que, comme dans le cadre alge´brique ( 2.1 ), il y a
une notion de faisceaux analytiques cohe´rents sur un champ analytique F .
Ce sont les sections globales carte´siennes sur F , du champ en cate´gories
abe´liennes Coh sur (An/C)et, dont les sections au-dessus d’un espace
analytique X , sont les faisceaux de OanX -modules cohe´rents.
5.1.2 Analytification
Soit f : C −→ C ′ un foncteur entre deux sites. On suppose que f est
continu, dans le sens ou`
f(U) −→ F (X)
est couvrant dans C ′, si U −→ X est couvrant dans C.
Soit p : C −→ C un champ. On dispose alors d’un champ ”image
re´ciproque” f ∗(C) ( [Gi, 3.2] ).
Lemme 5.5 Soit
α : (Esp/C)et −→ (An/C)et
le foncteur continu qui a` un sche´maX associe son espace analytique Xan.
Alors l’image par α∗ d’un champ alge´brique est un champ analytique.
Preuve: En effet, si F est un champ alge´brique e´quivalent a` un
pre´faisceau simplicial repre´sente´ par un espace alge´brique en groupoides
X•, alors le champ F
an est e´quivalent au pre´faisceau repre´sente´ par l’objet
en groupoides Xan• , qui, par de´finition, est un champ analytique. ✷
Comme le foncteur α∗ pre´serve les e´quivalences de champs, il passe
aux cate´gories homotopiques.
De´finition 5.6 On notera
HoChAlg(C) −→ HoChAn(C)
F 7→ F an := α∗(F )
le foncteur d’analytification.
173
Comme on sait que les champs de Deligne-Mumford sont localement
des quotients par des groupes finis ( 5.4, 1.17 ), il est naturel de com-
mencer par comparer les quotients alge´briques, et les quotients analy-
tiques.
Proposition 5.7 Soit X un sche´ma et H un groupe fini ope´rant sur X.
Alors il existe une e´quivalence faible naturelle
[X/H ]an ≃ [Xan/H ]
Preuve: Soit X −→ [X/H ] le H-torseur universel. Comme le fonc-
teur d’analytification transforme H-torseurs en H-torseurs ( [SGA 1] ),
le morphisme induit
Xan −→ [X/H ]an
est un H-torseur. Il de´fini donc une e´quivalence faible
[X/H ]an −→ [Xan/H ]
✷
Corollaire 5.8 Soit F un champ alge´brique et p : F −→ M la projection
sur son espace de modules ( [K-M] ). Alors le morphisme induit
p : F an −→ Man
fait de Man l’espace de modules de F an.
Preuve: Soit X l’espace de modules de F an. Par la proprie´te´ uni-
verselle des espaces de modules, il existe un morphisme naturel
X −→Man
Pour montrer que c’est un isomorphisme, on peut effectuer un change-
ment de base de Man par un morphisme uan : (U −→M)an, avec u e´tale
et surjectif. Par 1.17, on peut donc supposer que F = [X/H ], avec X
un sche´ma affine, et H un groupe fini ope´rant sur X . Mais alors, comme
F an ≃ [Xan/H ], l’assertion a` de´montrer est que le morphisme naturel
Xan/H −→ (X/H)an
est un isomorphisme. Ce qui est vrai. ✷
Soit α∗Coh l’image re´ciproque du champ des faisceaux analytiques
cohe´rents par le foncteur d’analytification. C’est le champ sur (Esp/C)et,
dont la cate´gorie des sections au-dessus d’un espace alge´brique X , est la
cate´gorie Coh(Xan) des faisceaux analytiques cohe´rents sur Xan. Alors,
on dispose d’un foncteur naturel d’analytification ( [SGA 1, XII] )
Coh(X) −→ Coh(Xan)
F 7→ Fan
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Ce foncteur de´fini un morphisme de champs sur (Esp/C)et
Coh −→ α∗Coh
ou bien, par adjonction, un morphisme de champs sur (An/C)et
−an : α∗Coh −→ Coh
Par composition, ce foncteur de´fini un foncteur sur les sections carte´siennes
HomCart(F,Coh) −→ HomCart(F an, α∗Coh) −→ HomCart(F an,Coh)
F 7→ α∗F 7→ Fan
Et donc un foncteur
Coh(F ) := HomCart(F,Coh) −→ Coh(F an) := HomCart(F an,Coh)
F 7→ Fan
De´finition 5.9 Soit F un champ alge´brique, le foncteur d’analytification
ci-dessus est note´
Coh(F ) −→ Coh(F an)
F 7→ Fan
Notons, que F 7→ Fan est un foncteur exact. En effet, comme ceci est
local sur Fet, on se rame`ne au cas des sche´mas [SGA 1, XII 4.4].
5.2 The´ore`mes GAGA
Le the´ore`me principal est le suivant.
The´ore`me 5.10 ( ”GAGA” ) Soit F un champ alge´brique propre. Alors
le foncteur
Coh(F ) −→ Coh(F an)
F 7→ Fan
est une e´quivalence de cate´gories.
Preuve:
Lemme 5.11 Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre et repre´sentable
de champs alge´briques, et F un faisceau cohe´rent sur F . Alors le mor-
phisme naturel
Rifan∗ (F
an) −→ Rif∗(F)
an
est un isomorphisme.
Preuve: Comme ceci est local sur (F ′)anet , le lemme est une conse´quence
directe de [SGA 1, XII 4.2]. ✷
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Lemme 5.12 Soit p : F −→ M le projection d’un champ alge´brique
sur son espace de modules, et F un faisceau cohe´rent sur F . Alors le
morphisme naturel
pan∗ (F
an) −→ p∗(F)
an
est un isomorphisme.
Preuve: Soit U −→ M un recouvrement e´tale alge´brique tel que FU
soit un champ quotient sur U . En localisant sur U , on peut donc supposer
que F = [X/H ], avec H un groupe fini ope´rant sur un sche´ma X . Le
faisceau F est alors donne´ par un faisceau cohe´rent FX sur X , muni
d’une action de H .
Soit q : X −→ X/H la projection. D’apre`s le lemme pre´ce´dent on a
alors
qan∗ (F
an
X ) ≃ q∗(FX)
an
De plus cet isomorphisme est un isomorphisme e´quivariant deH-faisceaux
analytiques cohe´rents sur Xan/H . En prenant les invariants sous H on
obtient
pan∗ (F
an
X ) ≃ q
an
∗ (F
an
X )
H ≃ (q∗(FX)
an)H ≃ (q∗(FX)
H)an ≃ p∗(FX)
an
✷
Revenons a` la preuve du the´ore`me. Elle suit exactement le meˆme
sche´ma que la preuve donne´e dans [SGA 1, XII 4.4].
(1) Le foncteur est pleinement fide`le:
Soit F un faisceau cohe´rent sur F . Alors, comme p∗ est un foncteur
exact, on a un isomorphisme canonique
H i(F,F) ≃ H i(M, p∗F)
De plus, M est un espace alge´brique propre, et p∗F un faisceau cohe´rent
sur M , donc le the´ore`me GAGA pour les espaces alge´briques ( [SGA 1,
XII 4.4] ) nous dit que le morphisme naturel
H i(M, p∗F) −→ H
i(Man, (p∗F)
an)
est un isomorphisme. De plus le lemme 5.12 implique que
H i(Man, (p∗F)
an) ≃ H i(Man, pan∗ (F
an))
Or
H i(Man, pan∗ (F
an)) ≃ H i(F an,Fan)
On obtient donc l’isomorphisme cherche´
H i(F,F) ≃ H i(F an,Fan)
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Si F et G sont deux faisceaux cohe´rents sur F , on dispose du fais-
ceau cohe´rent HomOF (F ,G) sur F . Nous pouvons donc lui appliquer
l’isomorphisme pre´ce´dent avec i = 0
HomOF (F ,G) ≃ H
(F,HomOF (F ,G)) ≃ H
(F an, HomOF (F ,G)
an)
Or
H0(F an, HomOF (F ,G)
an) ≃ HomOFan(F
an,Gan)
Ceci ache`ve la preuve de l’assertion (1).
(2) Le foncteur est essentiellement surjectif:
Commenc¸ons par le cas ou` F = X × BH est une gerbe triviale de
groupe fini H et d’espace de modules X un sche´ma propre. Alors un
faisceau cohe´rent F sur F an est donne´ par un faisceau cohe´rent FX sur
Xan muni d’une action du groupe H . D’apre`s le the´ore`me GAGA pour
X , on sait qu’il existe un faisceau cohe´rentMX surX tel que FX ≃ManX .
L’action de H est alors donne´e par une repre´sentation
H −→ AutOXan (M
an
X )
Or, une seconde application du the´ore`me GAGA implique que
AutOXan (M
an
X ) ≃ AutOX (MX)
On munit ainsiMX d’une action de H , ce qui de´finit le faisceau cohe´rent
M sur F tel que Man ≃ F .
Passons au cas ge´ne´ral. Soit F un faisceau analytique cohe´rent sur
F an. On raisonne par re´currence sur la dimension d du support de F .
Soit A l’ide´al annulateur de F dans OF an. En se restreignant au ferme´
de´fini par A, on peut supposer que le support de F est F .
Soit I l’ide´al de Fred dans F , et k un entier tel que Ik = . On dispose
de la filtration suivante
0 →֒ Ik−.F →֒ . . . I.F →֒ F
dont les quotients successifs sont des images directes de modules cohe´rents
sur Fred par l’immersion canonique Fred →֒ F . Remarquons alors qu’une
extension analytique de faisceaux cohe´rents alge´brisables est alge´brisable.
En effet, le fait que le foncteur d’analytification G 7→ Gan soit exact et
pleinement fide`le, et la formule
HomOF (F ,G)
an ≃ HomOFan (F
an,Gan)
montre que
Ext1OFan (F
an,Gan) ≃ ExtOF (F ,G)
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On peut donc se restreindre au cas ou` F est re´duit.
D’apre`s [D-M, Thm. 4.12], on peut trouver un sche´ma projectif X
normal, et un morphisme propre et ge´ne´riquement e´tale
X −→ F
Soit FX = F ×M X le champ induit sur X , et F0 la normalisation de FX .
Alors, d’apre`s 1.22, on sait que F0 est une gerbe triviale sur X . Notons
q : F0 −→ F la projection. Alors q∗F est un faisceau analytique cohe´rent
sur F an0 , qui est alge´brisable d’apre`s la premie`re partie. Ecrivons
Man ≃ q∗F
avec M un faisceau cohe´rent sur F0. On conside`re le faisceau cohe´rent
sur F an q∗(Man). Il est alge´brisable d’apre`s le lemme 5.11. De plus, par
la formule de la projection, on a
q∗q
∗F ≃ F ⊗OFan q∗(OF an )
Comme q est ge´ne´riquement un changement de base par un reveˆtement
e´tale de l’espace de modules, on sait que q∗OF est ge´ne´riquement iso-
morphe a` OmF . Cet isomorphisme ge´ne´rique donne lieu a` un diagramme
de faisceaux cohe´rents sur F
N
u //
v

q∗OF
OmF
ou` u et v sont des isomorphismes ge´ne´riques. Conside´rons le diagramme
obtenu sur F an en tensorisant par F , et en comple´tant avec les noyaux
et conoyaux
0

K

0 // K // N ⊗F
v

u // q∗(OF an )⊗ F
// C // 0
Fm

C

0
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Comme u et v sont des isomorphismes sur un ouvert Zariski dense, on
conclut que Ki et Ci ont un support de dimension strictement plus petit
que d, et sont donc alge´brisables par re´currence. De plus, on a vu que
q∗(OF an )⊗ F ≃ (q∗M)
an
Ainsi, on en de´duit que N ⊗F est alge´brisable comme extension de fais-
ceaux cohe´rents alge´brisables. La colonne verticale nous dit alors que
Fm est alge´brisable. On termine en remarquant par exemple, que F est
le noyau du morphisme Fm −→ Fm, qui de´place les facteurs d’un cran
vers la droite. ✷
On de´duit de ce the´ore`me, les corollaires habituels.
Corollaire 5.13 Soit F un champ alge´brique propre. Alors le foncteur
G 7→ Gan
induit une bijection entre les sous-champs alge´briques ferme´s de F , et les
sous-champs analytiques ferme´s de F an
Preuve: Le foncteur d’analytification induit une bijection entre les
faisceaux cohe´rents d’ide´aux de OF , et les faisceaux cohe´rents d’ide´aux
de OF an. ✷
Corollaire 5.14 Soit F un champ alge´brique propre. Alors le foncteur
G 7→ Gan
induit une e´quivalence de la cate´gorie homotopique des champs alge´briques
finis et repre´sentables sur F , et celle des champs analytiques finis et
repre´sentables sur F an.
Preuve: En effet, le foncteur en question induit une e´quivalence entre
la cate´gorie des faisceaux en OF -alge`bres cohe´rentes et celle des faisceaux
en OF an-alge`bres cohe´rentes. ✷
Corollaire 5.15 Soit F et G deux champs alge´briques propres. Alors
le foncteur d’analytification induit un foncteur pleinement fide`le de la
cate´gorie homotopique des champs alge´briques propres, vers celle des
champs analytiques.
Preuve: Il faut remarquer qu’un morphisme
f : F an −→ Gan
est de´termine´ a` homotopie pre`s par son graphe
γf : F
an −→ F an ×Gan
qui est un morphisme fini, et appliquer le corollaire pre´ce´dent. ✷
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5.3 Alge´brisation des champs analytiques
Dans cette dernie`re section nous analysons le cas des champs analy-
tiques dont les espaces de modules sont des espaces alge´briques.
Proposition 5.16 Soit X un espace alge´brique, et H un groupe fini.
Alors le foncteur
F 7→ F an
induit une e´quivalence entre le
2-groupoide des gerbes alge´briques borne´es par le groupe H sur X, et celle
des gerbes analytiques borne´es par le groupe H sur Xan.
Preuve: Remarquons d’abord qu’il est clair que le foncteur d’analytification
transforme gerbes en gerbes.
Soit BH l’ensemble simplicial classifiant de H , et Aut(BH) l’ensemble
simplicial des auto-e´quivalences de BH . Ce dernier posse`de un ensemble
simplicial classifiant BAut(BH), qui est un ensemble simplicial connexe
et 2-tronque´. Ainsi, a` travers l’e´quivalence de´montre´e dans [Tan], nous
le verrons comme un 2-groupoide. Ces groupes d’homotopie sont donne´s
par
π1(BAut(BH)) ≃ Out(H)
π2(BAut(BH)) ≃ Z(G)
ou`Out(H) = Aut(H)/Int(H) est le groupe des automorphismes exte´rieurs
de H , et Z(H) le centre de H . Nous noterons G le 2-champ associe´ au
pre´faisceau simplicial constant sur (Sch/C)et, de fibre BAut(BH). Alors
Gan est canoniquement e´quivalent au champ sur (An/C)et, associe´ au
pre´faisceau simplicial constant BAut(BH).
Enfin nous savons d’apre`s [S2], qu’il existe une e´quivalence entre le
2-groupoide des gerbes alge´briques de groupes H sur X ( resp. ana-
lytiques de groupes H sur Xan ) et G(X) ( resp. Gan(Xan) ). Pour
de´montrer la proposition, il nous suffit donc de montrer que le morphisme
d’analytification induit une e´quivalence faible
G(X) ≃ Gan(Xan)
Mais ceci provient du lemme ge´ne´ral suivant.
Lemme 5.17 Soit F un pre´faisceau simplicial n-tronque´ sur (Sch/C)et,
tel que pour chaque section s : X −→ F , les faisceaux d’homotopie
πm(F, s) soient localement constants a` fibres finies sur Xet. Alors pour
chaque espace alge´brique X, le morphisme naturel
F (X) −→ F an(Xan)
est une e´quivalence faible.
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Preuve: Il suffit de regarder, pour chaque section s ∈ F (X), le mor-
phisme induit sur les suites spectrales
Ep,q2 = H
q(Xet, πp(F, s)) −→ (E
′)p,q2 = H
q(Xantop, πp(F
an, s))
qui convergent vers π∗(F (X), s) et π∗(F
an(Xan), s). Le the´ore`me de com-
paraison entre cohomologie e´tale et cohomologie transcendante pour des
groupes finis ( [SGA 1] ), permet de conclure que le morphisme est un
isomorphisme sur les termes E2. ✷
De´finition 5.18 Un 1-morphisme propre et repre´sentable de champs an-
alytiques
f : F0 −→ F
est une modification, s’il existe un sous-champ ferme´ F ′ →֒ F , tel que f
induise une e´quivalence
f : F0 − f
−1(F ′) −→ F − F ′
Le re´sultat suivant est un analogue du re´sultat de Moisezon [A, 7.16].
The´ore`me 5.19 Soit F un champ analytique re´duit tel que son espace
de modules soit alge´brique et propre. Alors il existe une modification
f : F0 −→ F
avec F0 e´quivalent a` un champ alge´brique.
Preuve: Comme M est alge´brisable, nous e´crirons encore M pour
l’espace alge´brique correspondant.
En conside´rant la re´union disjointe des composantes irre´ductibles de
F , on peut supposer que F est irre´ductible, et donc inte`gre.
Soit M l’espace de modules de F , et S →֒ M un sous-espace ferme´ tel
que F soit une gerbe sur M − S.
Commenc¸ons par fixer quelques de´finitions. Si H est un groupe fini,
un reveˆtement ( resp. reveˆtement analytique ) d’un sche´ma X de groupe
H non-ramifie´ en dehors de S, est la donne´e d’une action de H sur
un sche´ma Y ( resp. sur un espace analytique Y ) et d’un morphisme
e´quivariant Y −→ M ( resp. Y −→ Man ) e´tale sur M − S, et qui fasse
de M le quotient de Y par H ( resp. e´tale sur (M −S)an, et qui fasse de
Man le quotient de Y par H ).
Si x ∈ Man, nous parlerons de germe analytique de reveˆtements de
groupe H de M en x et non-ramifie´ en dehors de S, pour de´signer une
classe de tels reveˆtements, ou` deux reveˆtements sont e´quivalents s’ils sont
isomorphes sur un voisinage analytique de x. Pour simplifier le vocabu-
laire nous dirons simplement ”reveˆtement de groupe H” pour reveˆtement
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de groupe H et non-ramifie´ en dehors de S. De meˆme, nous parlerons
de germes e´tales de reveˆtements de groupe H de M en un point ferme´
x ∈M .
Le foncteur d’analytification transforme un germe e´tale de reveˆtements
de groupe H , en un germe analytique de reveˆtements de groupe H . Nous
dirons que l’image d’un germe e´tale est un germe analytique alge´brisable.
Etape (1):
Commenc¸ons par supposer que F etM sont normaux, et queM ve´rifie
l’hypothe`se suivante.
Hypothe`se 5.20 Pour tout point x ∈ Man, tout germe analytique de
reveˆtement de groupe H est alge´brisable.
Soit x ∈ M , et x ∈ U →֒ M un voisinage analytique de x tel que
F ×M U =: FU soit e´quivalent a` un champ quotient par un groupe fini
FU ≃ [V/H ]
On peut donc, d’apre`s l’hypothe`se, supposer qu’il existe un sche´ma X et
un morphisme e´tale au voisinage de x
X −→M
une action de H sur un sche´ma Y , et un morphisme
p : Y −→ X
qui fasse de X le quotient de Y par H , et tel que dans un voisinage
analytique de x, le morphisme p soit isomorphe a` la projection canonique
q : V −→ U
Compactifions le morphisme Y −→M
Y
j //

Z
p
~~}}
}}
}}
}}
M
ou` j est une immersion ouverte d’image Zariski dense, et p propre. Con-
side´rons le changement de base sur Z, FZ := F ×M Z −→ Zan, ainsi que
F ◦Z −→ (FZ)red sa normalisation re´duite. Par construction, le morphisme
F ◦Z −→ Z
an
posse`de au voisinage analytique d’un point z ∈ Zan au-dessus de x, une
section. Or, comme Zan est normal en x, l’analogue de 1.22 pour des
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champs analytiques implique que F ◦Z est une gerbe au voisinage analy-
tique de z. Or, comme Z est un sche´ma propre, il existe un ouvert Zariski
dense de Z, W contenant x, tel que F ◦Z soit une gerbe sur W
an. Mais
par la proposition 5.16, cette gerbe est alge´brisable. Il existe donc un
sche´ma W˜ , un morphisme e´tale et surjectif W˜ −→W , et un diagramme
1-commutatif
W˜ an

//W an
F ◦Z
<<xxxxxxxxx
Le 1-morphisme compose´
W˜ an −→ F ◦Z −→ FZ −→ F
est par construction un prolongement de la section canonique
V −→ FU −→ F
Comme celle-ci est e´tale au voisinage analytique de x, le 1-morphisme
W˜ an −→ F
est e´tale dans un voisinage Zariski d’un point w ∈ W˜ au-dessus de x.
Ainsi, quitte a` restreindre W , on montre qu’il existe un 1-morphisme
e´tale
X(x)an −→ F
ou` X(x) est un sche´ma, et dont l’image dans M contient le point ferme´
x.
Lorsque x parcourt Man tout entier, on construit ainsi un sche´ma
X =
∐
xX(x) et un morphisme e´tale et surjectif
Xan −→ F
Or, par quasi-compacite´ de la topologie de Zariski sur M , on peut sup-
poser que X est un sche´ma de type fini sur C. Enfin, comme F est
normal, X est aussi normal.
Il nous reste alors a` de´montrer que le morphisme naturel
r : Y1 := X
an ×F X
an −→ Xan ×M X
an
est alge´brisable. En effet, dans ce cas, on pourra e´crire Y1 = X
an
1 ,
et le champ F sera alors e´quivalent au champ associe´ a` l’analytifie´ du
groupoide alge´brique
s, b : X1 −→ X
Comme F est un champ analytique propre, il est se´pare´. Ainsi, r est
un morphisme fini. De plus, son image est Xan×M Xan, et comme F est
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une gerbe sur M − S, r est e´tale en dehors de San ×M Xan ∪ Xan ×M
S. Ainsi, r est un morphisme fini et e´tale en dehors d’un sous-espace
alge´brisable. Comme Y1 est normal, ceci implique que r est alge´brisable
( [SGA 1, XII] ).
Etape (2):
Soit F comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me. On conside`re un e´clatement
p : X −→M
tel que X soit lisse, et que p−1(S) soit un diviseur a` croisements normaux
dans X . Un tel morphisme existe d’apre`s la re´solution des singularite´s.
Soit F0 la normalisation de F ×M X . Alors, le 1-morphisme canonique
f : F0 −→ F
est une modification. De plus, lemme suivant implique que le champ F0
ve´rifie les hypothe`ses de la premie`re e´tape. Il est donc alge´brisable.
Lemme 5.21 Soit X un sche´ma lisse est S →֒ X un sous-sche´ma ferme´,
tel que S soit un diviseur a` croisements normaux dans X. Alors tout
germe analytique de reveˆtement de groupe H non-ramifie´ en dehors de S
sur X est alge´brisable.
Preuve: Soit x ∈ Xan. Alors il existe un voisinage analytique U de
x, tel que la paire (U, U ∩S) soit home´omorphe a` (Cm, H), ou` H est une
re´union finie d’hyperplans complexes. Ainsi, on a
π1(U − U ∩ S) ≃ Z
r
ou` r est le nombre de composantes irre´ductibles de S ∩ U .
De plus, il existe un voisinage e´tale de x, f : V −→ X , et une im-
mersion ouverte V →֒ Am, tel que la paire (V, f−1(S)) soit isomorphe a`
(V, V ∩H), ou` H est une re´union finie d’hyperplans de Am.
Soit q : V −→ U un germe analytique de reveˆtement de groupe
H . Quitte a` restreindre U on peut supposer qu’il est comme ci-dessus.
Comme le reveˆtement est non-ramifie´ en-dehors de S, il donne lieu a` un
homomorphisme
π1(U − U ∩ S) −→ H
Comme on a un isomorphisme canonique
π1(U − U ∩ S) ≃ π1(C
m −H) ≃ Zr
on a un homomorphisme induit
π1((A
m −H)an) −→ H
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Ce H-torseur est alge´brisable d’apre`s [SGA 1]. On obtient donc un
H-torseur alge´brique
Y −→ Am −H
Si V est un voisinage e´tale de x comme ci-dessus, alors par restriction on
a un H-torseur
YV −→ V
Soit Z la normalisation de V dans YV . Alors
p : Z −→ V
de´finit un germe e´tale de reveˆtement de groupe H en x, qui, par con-
struction, est une alge´brisation du germe analytique q : V −→ U . ✷
✷
On tire de ce the´ore`me le corollaire suivant sur ”les champs de Moi-
sezon”.
Corollaire 5.22 Si F est un champ analytique re´duit tel que son corps
des fonctions me´romorphes est de dimension de transcendance e´gal a` sa
dimension, alors il existe une modification
f : F0 −→ F
ou` F0 est alge´brisable.
Preuve: En effet, les fonctions me´romorphes sur F , sont les fonctions
me´romorphes sur son espace de modules M . L’espace analytique M est
donc alge´brisable d’apre`s [A, 7.3]. On termine alors par le the´ore`me
pre´ce´dent. ✷
Corollaire 5.23 Tout champ analytique propre et lisse de dimension 1
est alge´brique.
Preuve: C’est en re´alite´ un corollaire de la preuve du the´ore`me. En
effet, comme F est lisse, son espace de modules est une surface de Rie-
mann compacte, et ve´rifie donc les hypothe`ses de la premie`re partie de
la preuve. ✷
A la vue de ces derniers re´sultats, on peut le´gitimement poser la ques-
tion suivante.
Question: Tout champ analytique propre F , dont l’espace de mod-
ules est un espace alge´brique, est alge´brisable.
Cette conjecture implique a` titre d’exemple le fait ( certainement bien
connu ) suivant.
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Corollaire 5.24 Supposons que la conjecture pre´ce´dente soit vraie.
Soit X un espace analytique lisse muni d’une action propre d’un groupe
de Lie affine H, tel que le quotient X/H soit alge´brisable et propre. Soit
Z leGlm-torseur tangent a` X, muni de son action naturelle de H. Alors,
le quotient Y = Z/H est repre´sentable par un espace alge´brique lisse, et
l’action naturelle de Glm sur Y est alge´brisable.
Preuve: Commenc¸ons par supposer que F = [X/H ] est un orbifold.
La conjecture implique que F est un champ alge´brisable. Ainsi, le lemme
3.28 implique que le torseur tangent a` F est repre´sentable par un espace
alge´brique lisse Y . Comme Y an ≃ [Z/H ], ceci montre que Y an est un
quotient pour Z par H . De plus, comme Y est le torseur tangent a` F ,
l’action de Glm sur Y
an est alors l’analytification de celle de Glm sur Y .
Dans le cas ge´ne´ral, on peut e´crire q : F −→ F ′, ou` F ′ un orbifold
alge´brisable. On termine alors en remarquant que
TF = TF ′ ×F ′ F
✷
Remarques:
• Lorsque X/H est une varie´te´ projective, P. Essydieux m’a fait re-
marquer qu’il est facile de de´montrer le corollaire 5.24 ”a` la main”.
• La moralite´ de ce corollaire est qu’a` toute construction d’un champ
alge´brique lisse et propre de Deligne-Mumford par des me´thodes
analytiques, on associe naturellement une construction alge´brique
de ce champ. En effet, en gardant les meˆmes notations que dans le
corollaire, on a
[X/H ] ≃ [Y/Glm]
an
Nous terminerons par une esquisse de de´monstration de cette conjec-
ture. Nous pre´fe´rons cependant la laisser sous forme de conjecture, car,
comme nous n’avons pas ve´rifie´ tous les de´tails, il se pourrait qu’une dif-
ficulte´ technique nous ait e´chapper.
Etape (1) : On peut supposer que F est re´duit.
Supposons que Fred est alge´brisable, et montrons alors que F aussi.
Soit I l’ide´al nilpotent de Fred dans F . Comme Ik = , un raison-
nement par re´currence sur k montre qu’il suffit de de´montrer le lemme
suivant.
Lemme 5.25 Soit F un champ analytique propre, et F0 un sous-champ
de´fini par un ide´al de carre´ nul dans OF . Si F0 est alge´brisable, F aussi.
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”Preuve:” En s’inspirant de [Be], on espe`re pouvoir de´finir un com-
plexe cotangent analytique de F0. On le notera LF an0 . C’est un objet
de la cate´gorie de´rive´e des complexes de pre´faisceaux de OanF -modules a`
cohomologie cohe´rente, tel que H1(F an0 , LF an0 ) est en bijection avec les
classes d’isomorphie des de´formations infinite´simales de F an0 . En parti-
culier, le champ F est de´termine´ a` e´quivalence pre`s par une classe dans
ce groupe.
D’autre part les de´formations infinite´simales du champ alge´brique F0
sont classifie´es par le groupe H1(Fet, LF0), ou` LF0 est le complexe cotan-
gent relatif au morphisme structural F −→ SpecC ( [L-M, 9] ).
Comme l’analytifie´ de LanF0 est quasi-isomorphe a` LF an0 , le the´ore`me
GAGA implique que toute de´formation infinite´simale du champ F an0 est
alge´brisable. Ainsi, F est alge´brisable. ✷
Etape (2) : Soit f : F −→ F ′ un morphisme propre et birationnel de
champs analytiques. Alors, F est alge´brisable si et seulement si F est
alge´brisable.
Pour de´montrer cette partie il faudrait re´e´crire l’article d’Artin [A]
dans le cadre plus ge´ne´ral des champs analytiques de Deligne-Mumford.
Cela implique en particulier qu’il faut de´montrer des the´ore`mes GAGF
dans ce cadre. Cependant, la preuve du the´ore`me GAGA donne´e pre´ce´demment
donne bon espoir que de tels e´nonce´s soient ve´rifie´s.
La preuve du corollaire [A, 7.15] se ge´ne´ralise alors au cas des champs
analytiques, au de´tail pre`s que nous n’avons de´montre´ 5.19 que pour des
champs re´duits. Cependant l’e´tape (1) implique que cela suffit. ✷
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6 Appendice
6.1 Spectres
Le formalisme des spectres permet de ne prendre en compte que ”l’information
stable” de la the´orie de l’homotopie. Pour l’utilisation que nous en ferons,
leur inte´reˆt re´side dans le fait que les limites et colimites homotopiques
de spectres sont des foncteurs ”exacts”. Ceci nous permet en particulier
de faire commuter ces limites homotopiques avec la formation des fibres
et des cofibres. Cet argument est utilise´ implicitement tout au long de
ce travail.
Un spectre E est la donne´e d’une famille d’ensembles simpliciaux fi-
brants pointe´s (E[n], xn), avec n ∈ Z, et d’une famille de morphismes
en : (E[n], xn) −→ (Ωxn+1(E[n+1]), xn+1).
Un morphisme de spectres f : E −→ E ′ est la donne´e d’une famille
de morphismes pointe´s
fn : (E[n], xn) −→ (E
′
[n], x
′
n)
tel que e′n ◦ fn = Ω(fn+1) ◦ en.
On peut de´finir pour tout i ≥ 0 un morphisme de groupes
πi(E[n], xn) −→ πi(Ωxn+1(E[n]), xn+1) ≃ πi+1(E[n+1], xn+1).
On notera la limite de ce syste`me inductif par
πi(E, x) := colimm≥n(πi+m−n(E[m], xm)).
Un morphisme de spectres f : E −→ E ′, est appele´ une e´quivalence
faible, si pour tout i ∈ Z, le morphisme induit
f∗ : πi(E, x) −→ πi(E
′, f(x))
est un isomorphisme.
Un the´ore`me important ( [J, 2.53] ) est qu’il existe sur la cate´gorie des
spectres une structure de cate´gorie de mode`les ferme´e compatible avec
la de´finition pre´ce´dente d’e´quivalence faible.
Si X est un ensemble simplicial, et E un spectre, on peut de´finir le
spectre des morphismes Homsp(X,E) par
Homsp(X,E)[n] := Homs(X,E[n]),
les morphismes de transition e´tant donne´s par
Homs(X,E[n])
en// Homs(X,Ωxn+1(E[n+1]))
nat // Ωxn+1(Homs(X,E[n+1]))
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De plus, cette cate´gorie posse`de desHom internes, note´sHomsp. Tout
comme la cate´gorie des ensembles simpliciaux, elle posse`de aussi des lim-
ites et colimites homotopiques. En particulier, si f : E −→ E ′ est un
morphisme de spectres, on dispose de la fibre et cofibre homotopique de
f
F ib(f) := holim(E −→ E ′ ←− •)
Cof(f) := hocolim(• ←− E −→ E ′).
La principale proprie´te´, qui distingue la cate´gorie des spectres de celle
des ensembles simpliciaux, est que si l’on note
u : E ′ −→ Cof(f)
le morphisme naturel, alors il existe une e´quivalence faible fonctorielle
E ≃ Fib(u).
De meˆme, si on note
v : Fib(f) −→ E
le morphisme naturel, il existe une e´quivalence faible naturelle
Cof(v) ≃ E ′.
De cette fac¸on, on voit que la formation des fibres et cofibres homo-
topiques commute avec les limites et colimites homotopiques. C’est une
proprie´te´ tout a` fait remarquable, et propre a` l’homotopie stable, que
nous utiliserons tout au long de ce travail.
Pour finir, la construction de Dold-Puppe permet d’associer a` tout
complexe de groupes abe´liens C : . . . Cn −→ Cn+1 . . . , un spectre pointe´
(K(C), 0). Cette construction est fonctorielle, et est telle que
πi(K(C), 0) ≃ H
−i(C).
Notons que ”n-e`me e´tage” K(C)[n], est par de´finition l’ensemble simpli-
cial obtenu par la construction de Dolp-Puppe applique´e au complexe
τ≤0C[n].
6.2 Descente
Dans cet appendice on de´montre le the´ore`me de descente. La preuve est
de´ja` dans la preuve de [J2, Thm. 3−10], mais le re´sultat n’e´tant pas ex-
plicite´ sous cette forme nous avons tenu a` en donner une de´monstration
comple`te.
Pour tout l’appendice, C est un site. On utilisera les notations de la
section 1, ainsi que la proposition suivante :
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Proposition 6.1 [Q2, I − 1 Cor. 1] Soit F un pre´faisceau simplicial
fibrant, et f : A→ B une e´quivalence faible. Alors le morphisme induit
f ∗ : Homs(B,F )→ Homs(A, F )
est une e´quivalence faible.
Si X ∈ C, alors on dispose d’un foncteur image re´ciproque
j∗ : SPr(C)→ SPr(C/X)
Ce foncteur posse`de un adjoint a` gauche
j! : SPr(C/X)→ SPr(C)
qui est l’extension par le pre´faisceau vide. Il est de´fini par :
pour F ∈ SPr(C/X) et U ∈ C, alors
(j!F (U)) :=
∐
HomC(U,X)
F (U → X)
Il est clair que j! pre´serve les cofibrations ainsi que les e´quivalences faibles.
Lemme 6.2 Soit C et C ′ deux sites et un foncteur
a : SPr(C ′)→ SPr(C)
posse`dant un adjoint a` gauche
b : SPr(C)→ SPr(C ′)
qui pre´serve les cofibrations et les e´quivalences faibles, et tel que b(∗) = ∗.
Alors le foncteur a transforme objets fibrants en objets fibrants.
Preuve: Soit F un pre´faisceau simplicial fibrant sur C ′, et i : A →֒ B
une cofibration triviale de SPr(C). Il faut montrer que le morphisme
induit
i∗ : Hom(B, a(F ))→ Hom(A, a(F ))
est surjectif. Mais par adjonction, on dispose d’un carre´ commutatif
Hom(B, a(F )) → Hom(A, a(F ))
≀ ↓ ↓ ≀
Hom(b(B), F ) → Hom(b(B), F )
Or par hypothe`se b(i) : b(A) → b(B) est une cofibration triviale de
SPr(C ′), et donc le morphisme du bas est surjectif. Ce qui implique que
celui du haut aussi. ✷
On vient de voir que si F est fibrant sur C, alors le pre´faisceau j∗F
( que l’on notera FX par la suite ) est fibrant sur C/X . De plus, comme
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j∗ pre´serve les cofibrations triviales, on obtient une e´quivalence faible
canonique
H(C/X, FX)
≃
→ F ◦(X)
pour chaque re´solution injective F →֒ F ◦. De cette fac¸on on identifiera
toujours les espaces F ◦(X) et H(C/X, FX), que l’on notera H(X,F ).
De´finition 6.3 Un objet simplicial X• de C est un foncteur
X• : ∆
op → C
ou` ∆ est la cate´gorie simpliciale standard. On notera Xm pour l’objet
X•([m]).
Si X• est un objet simplicial de C, le site induit sur X• est le site
suivant :
• les objets sont les morphismes de C
U → Xm
pour m un entier positif.
• un morphisme de f : U → Xm vers g : V → Xn est la donne´e d’un
morphisme a : [n] → [m] dans ∆ et d’un diagramme commutatif
dans C
U → V
f ↓ ↓ g
Xm
X•(a)
→ Xn
• un morphisme est couvrant si le morphisme induit
U → V
est couvrant dans C.
Ce site est note´ C/X•
Remarquons que l’on a un foncteur de restriction
j∗ : SPr(C)→ SPr(C/X•)
A travers ce foncteur, tout pre´faisceau simplicial F sera aussi conside´re´
comme pre´faisceau sur X•. Ainsi H(X•, F ) de´signera H(C/X•, j
∗F ).
Soit X un objet de C et U → X un morphisme couvrant. Le nerf du
recouvrement U/X est l’objet simplicial de C de´fini par
∆ → C
[m] 7→ U (m) = U×
X
U . . .×
X
U︸ ︷︷ ︸
m+1 fois
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et les morphismes U (m) → U (n) sont induits par les projections et les
diagonales. On le note N (U/X).
Si F est un pre´faisceau simplicial et U → X un recouvrement de C, on
obtient un ∆-diagramme ( espace cosimplicial ) d’ensembles simpliciaux
∆ → SEns
[m] 7→ F (U (m))
Rappelons que l’espace de cohomologie de Cˇech du recouvrement U/X
a` coefficients dans le pre´faisceau simplicial F est
Hˇ(U/X, F ) := Holim[m]∈∆F (U
(m))
De´finition 6.4 Un espace cosimplicial Z est un foncteur
Z : ∆ → SEns
[m] 7→ Z([m])
La cate´gorie des espaces cosimpliciaux est note´e CSEns
Exemples
• ∗ est l’espace cosimplicial constant
• l’espace cosimplicial ∆/− est de´fini par
[m] 7→ (∆/−)([m]) = B(∆/[m])
ou`B(I) est l’espace classifiant de la cate´gorie I, et I/i est la cate´gorie
des morphismes de I de but i
Un espace cosimplicial Z peut eˆtre vu comme un pre´faisceau simplicial
sur ∆ ( site trivial ). Ainsi, si Y et Z sont deux espaces cosimpliciaux,
on de´finit l’espace des morphismes de Y vers Z par
Homcs(Y, Z) := Homs(Y, Z)
ou` Y et Z sont conside´re´s comme pre´faisceaux sur ∆.
Avec ces notations, la limite homotopique de Z est donne´e par ( [B-K,
Ch. XI 3− 2] )
Holim∆Z = Homcs(∆/−, Z)
The´ore`me 6.5 Soit F un pre´faisceau simplicial sur C, et X• un objet
simplicial de C. Alors il existe une e´quivalence faible fonctorielle en F
H(X•, F ) ≃ Holim[m]∈∆H(Xm, F )
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Lemme 6.6 Si F est un objet fibrant de SPr(C), alors le pre´faisceau
induit F sur le site C/X• est flasque.
Preuve: Soit j∗ : SPr(C)→ SPr(C/X•) le morphisme de restriction.
On conside`re j∗F → F ◦ une re´solution injective sur C/X•. Alors, d’apre`s
le lemme 6.2, le morphisme induit sur C/Xm
F → F ◦
est une cofibration triviale d’objets fibrants. C’est donc une e´quivalence
d’homotopie. Ainsi, pour tout objet U de C/Xm, le morphisme induit
F (U)→ F ◦(U)
est une e´quivalence faible. Comme ceci est vrai pour tout U et tout m,
on en de´duit que pour tout objet U de C/X•
F (U)→ F ◦(U)
est une e´quivalence faible. ✷
Lemme 6.7 Le foncteur
SPr(C/X•) → CSEns
F 7→ F (X•)
admet un adjoint a` gauche note´ Z 7→ Z˜
Preuve: Soit Z un espace cosimplicial. On de´finit
Z˜ : C/X• → SEns
( U → Xm ) 7→ Z([m])
✷
Preuve du the´ore`me: Soit F un pre´faisceau simplicial sur C. En
remplac¸ant F par F ◦ on peut supposer que F est fibrant sur C. Soit
F →֒ F ◦ une re´solution injective sur C/X•. On sait queH(X•, F ) = Homs(∗, F ◦).
Notons 1 = ˜(∆/−).
Lemme 6.8 Le morphisme canonique 1 → ∗ est une e´quivalence faible
dans SPr(C/X•).
Preuve: Il suffit de voir que pour chaque m l’espace 1(Xm) est con-
tractile. Or par de´finition, on a
1(Xm) = B(∆/[m])
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Mais le classifiant d’une cate´gorie qui posse`de un objet final est contrac-
tile. ✷
Comme F ◦ est fibrant, la proposition 6.1 montre que le morphisme
naturel
Homs(∗, F
◦)
≃
→ Homs(1, F
◦)
est une e´quivalence faible. Mais, par adjonction, il existe une e´quivalence
faible fonctorielle
Homs(1, F
◦)
≃
→ Holim∆F
◦(X•)
On obtient ainsi une e´quivalence naturelle
H(X•, F )
≃
→ Holim∆F
◦(X•)
De plus, par le lemme 6.6, le morphisme naturel
F → F ◦
est une e´quivalence faible objet par objet. Comme les limites homo-
topiques pre´servent les e´quivalences faibles, le morphisme induit
Holim∆F (X•)→ Holim∆F
◦(X•)
est une e´quivalence faible. Enfin, comme F est fibrant, et par la remarque
suivant 6.2, on obtient un diagramme fonctoriel en F
H(X•, F )
≃
→ Holim∆F
◦(X•)
≃
← Holim∆H(Xm, F )
✷
Proposition 6.9 Si F est un pre´faisceau simplicial, alors le morphisme
naturel
H(X,F )→ H(N (U/X), F )
est une e´quivalence faible
Pour cela on a besoin d’un lemme que nous ne de´montrerons pas ( voir
[J2, Cor. 2− 7] ).
Lemme 6.10 Si F est un faisceau simplicial sur un site C, alors il existe
une re´solution injective F →֒ F ◦, ou` F ◦ est un faisceau d’ensembles
simpliciaux.
Preuve de la proposition: Remarquons que, si l’on note SS(X) la
cate´gorie des faisceaux simpliciaux sur le site C/X , alors on dispose d’une
e´quivalence de cate´gories
b : SS(X)→ SS(N (U/X))
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De plus, si F ∈ SS(X), qui est aussi fibrant comme pre´faisceau simpli-
cial, b(F ) est alors fibrant en tant qu’objet de SPr(N (U/X)). En effet,
notons a le foncteur de faisceautisation.
Soit A →֒ B une cofibration triviale de SPr(N (U/X)), et un dia-
gramme commutatif sur N (U/X)
A → b(F )
↓ ↓
B → ∗
Comme F est un faisceau on obtient un carre´ commutatif
HomN (U/X)(B, b(F )) → HomN (U/X)(A, b(F ))
‖ ‖
HomN (U/X)(a(B), b(F )) → HomN (U/X)(a(A), b(F ))
Puis, par l’e´quivalence de cate´gories SS(X) → SS(N (U/X)), un dia-
gramme commutatif
HomN (U/X)(B, b(F )) → HomN (U/X)(A, b(F ))
‖ ‖
HomX(a(B), F ) → HomX(a(A), F )
‖ ‖
HomX(B,F ) → HomX(A, F )
et le morphisme du bas est surjectif par hypothe`se.
Soit F un pre´faisceau simplicial sur C. Quitte a` remplacer F par son
faisceau associe´, on peut supposer que F est un faisceau. En effet le
morphisme naturel F → a(F ) est une e´quivalence faible, donc F et a(F )
ont la meˆme cohomologie.
Soit F →֒ F ◦ une re´solution injective dans SPr(C), avec F ◦ un fais-
ceau. Alors
b(F )→ b(F ◦)
est encore une re´solution injective. On en de´duit donc
H(N (U/X), F ) = Homs(∗, b(F
◦)) = Homs(∗, F
◦) = H(X,F )
✷
Corollaire 6.11 Si U → X est un recouvrement de C et F un pre´faisceau
simplicial, alors il existe une e´quivalence faible fonctorielle en F , X et
U
H(X,F )
≃
→ Hˇ(U/X,H(−, F ))
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Preuve: On applique la proposition 6.9 et le the´ore`me 6.5. ✷
Le the´ore`me 6.5 sera applique´ de la fac¸on suivante.
Corollaire 6.12 Soit X• un objet simplicial de C, et FX le pre´faisceau
simplicial qu’il repre´sente. Alors, pour tout pre´faisceau simplicial F , on
a un isomorphisme naturel dans HoSp
RHoms(FX , F ) ≃ H(X•, j
∗F )
ou` j : SPr(C/X•) −→ SPr(C) est le morphisme de restriction.
Preuve: Quitte a` remplacer F par une re´solution injective, on peut
supposer que F est fibrant.
Alors, on a par de´finition
RHoms(FX , F ) ≃ Homs(FX , F ) ≃ Tot(F (X•)
ou` Tot(F (X•)) est l’espace total de l’espace cosimplicial [n] 7→ F (Xn)
( [B-K, ] ). Mais, il est de´montre´ dans [J2], que le morphisme canonique
Tot(F (X•)) −→ holim∆F (X•)
est un isomorphisme. On conclut alors par le the´ore`me 6.5. ✷
En stabilisant ces re´sultats, on obtient des re´sultats analogues sur les
spectres.
Corollaire 6.13 1. SoitK un pre´faisceau en spectres fibrant dans Sp(C).
Alors F est flasque.
2. Soit K un pre´faisceau en spectres, et X• un objet simplicial de C.
Alors, il existe un isomorphisme naturel dans HoSp
H(X•, j
∗K) ≃ holim[m]∈∆H(Xm, K)
ou` j : SPr(C/X•) −→ SPr(C) est le morphisme de restriction.
6.3 Strictification
Les objets simpliciaux que nous avons manipule´ au cours de cette
the`se ne sont pas de vrais objets simpliciaux, mais des ”pseudo-objets
simpliciaux”. Dans cette section nous justifions les de´finitions des spec-
tres de K-the´orie de tels objets.
Soit I une petite cate´gorie, et F : I −→ Cat un pseudo-foncteur
contravariant ( [M, 3.1] ). On lui associe, a` l’aide de la construction de
Grothendieck ( [M, 3.4] ), une strictification
SF : I −→ Cat
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qui est un foncteur, muni de pseudo-transformations naturelles
SF −→ F
F −→ SF
adjoint l’une de l’autre.
Si pour chaque objet i, F (i) est une cate´gorie exacte ( ou bi-complicial
de Waldhausen ), et que pour chaque morphisme i→ j, F (i)→ F (j) est
un foncteur exact, alors les SF (i) sont encore des cate´gories exactes ( ou
bi-compliciales de Waldhausen ), et les SF (i) → SF (j) des foncteurs
exacts. On dira alors que F est un I-pseudo-diagramme de cate´gories
exactes.
De´finition 6.14 Soit F : I −→ Cat un I-pseudo-diagramme de cate´gories
exactes ( ou bi-compliciale de Waldhausen ). NotonsK : CatEx −→ Sp
le foncteur de K-the´orie. On de´finit alors
holimIK(F (i)) := holimIK(SF (i))
hocolimIK(F (i)) := hocolimIK(SF (i))
en tant qu’objet de HoSp.
Il est a` noter que si F est de´ja` un foncteur, la transformation naturelle
SF −→ F induit une e´quivalence sur les spectres de K-the´orie ( car elle
posse`de un adjoint ) objet par objet. Ainsi, la de´finition pre´ce´dente con-
cide avec la de´finition classique ( [B-K, X 3] ) a` isomorphisme canonique
pre`s dans HoSp.
Supposons maintenant que l’on dispose d’une pseudo-transformation
naturelle de pseudo-foncteurs sur I ( [M, 3.2] )
f : F −→ F ′
Elle induit alors, une transformation naturelle de foncteurs
Sf : SF −→ SF ′
et donc des morphismes dans HoSp
Sf : holimIK(F (i)) −→ holimIK(F
′(i))
Sf : hocolimIK(F (i)) −→ hocolimIK(F
′(i))
Par le proce´de´ pre´ce´dent, tous les pseudo-diagrammes de cate´gories ex-
actes que nous rencontrerons seront strictifie´s pour pouvoir en prendre
le spectre de K-the´orie.
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6.4 Extension des coefficients
Lorsque K est un pre´faisceau en spectres sur un site C, et A un
pre´faisceau de Q-espaces vectoriels, nous souhaitons donner un sens a`
l’expression K ⊗A.
Il est alors naturel de poser la de´finition suivante.
De´finition 6.15 Soit C un site, muni d’un pre´faisceau de Q-epaces
vecoriels A. Notons HA = K(A, ) le pre´faisceau en spectres d’Eilenberg-
Maclane associe´. C’est un pre´faisceau en spectres tel que ses pre´faisceaux
d’homotopie ve´rifient
πk(HA) = 0 pour k 6= 0
π0(HA) ≃ H(HA,Z) ≃ A
Pour tout objet K ∈ Sp(C), nous noterons
K ⊗A := K ∧HA
en tant qu’objet de HoSp(C).
Remarquons que comme A est un pre´faisceau en Q-espaces vectoriels,
K(A, ) est aussi un pre´faisceau en spectres de Moore pour A.
Proposition 6.16 1. La correspondance K 7→ K ⊗A est un foncteur
de HoSp(C) dans HoSp(C).
2. Soit K un objet en anneaux de HoSp(C). Si A est un pre´faisceau
de Q-alge`bres, alors K⊗A est un objet en anneaux dans HoSp(C).
De plus, il existe un morphisme naturel dans HoSp(C)
K −→ K ⊗A
3. Si A est le pre´faisceau en Q-espaces vectoriels libres engendre´ par un
pre´faisceau d’ensembles X, alors il existe un isomorphisme canon-
ique
K ⊗A ≃
∨
X
KQ
4. Si A est un pre´faisceau constant en Q-alge`bres et acyclique, alors
pour chaque objet X ∈ Ob(C), il existe un isomorphisme naturel
H∗(X,K ⊗A) ≃ H∗(X,K)⊗H(A(X))
Preuve: Les proprie´te´s (1) et (2) sont imme´diates par de´finition, et
(3) et (4) sont une application de la formule de Kunneth. ✷
Remarque: Si A est un pre´faisceau constant de fibre A, et a ∈ A, le
morphisme
a : A −→ A
b 7→ a.b
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induit un morphisme de pre´faisceaux de Q-espaces vectoriels
a : A −→ A
Ainsi, par fonctorialite´, on a un morphisme de spectres abe´liens
a : K ⊗A −→ K ⊗A
Ceci justifie en particulier la notation
1
m
: K ⊗Q −→ K ⊗Q
ou encore si K est un spectre en anneau, et φ : K −→ K un morphisme
dans HoSp(C)
1
m
.φ : K ⊗Q −→ K ⊗Q
qui est un morphisme dans HoSp(C).
Corollaire 6.17 Soit F un champ de Deligne-Mumford, et Λ le faisceau
de Q-alge`bres de´fini dans 2.13. Alors, si S contient les racines de l’unite´,
il existe un isomorphisme naturel
H−∗(I tF , K ⊗ Λ) ≃ K∗(I
t
F )⊗ Λ(S)
Preuve: D’apre`s 6.16 (5), il suffit de montrer que Λ est acyclique sur
(Esp/S)et.
Comme la cohomologie commute avec les limites inductives filtrantes,
il suffit de montrer que Λm est acyclique pour la topologie e´tale. Comme
c’est un pre´faisceau constant deQ-espaces vectoriels, il est acyclique pour
la topologie e´tale.
6.5 The´orie de Hodge pour les champs alge´briques complexes
Pour de´montrer la formule de la signature 3.49, nous avons utilise´ que
pour un champ alge´brique complexe lisse F , dont l’espace de modules est
projectif, on a
σ(F ) =
∑
p,q
(−1)php,q
ou` hp,q := DimCH
p(F,ΩqF ). Pour le cas ou` F est un sche´ma, cette
formule se de´montre a` l’aide de la the´orie de Hodge ( [Hi, 15.8.2] ).
Nous allons montrer dans cette partie, que cette the´orie est applicable
aux champs alge´briques, et donc, que l’on peut de´montrer la formule
pre´ce´dente par un raisonnement tout a` fait analogue a` celui fait dans
[Hi, 15.8.2]. Nous utiliserons pour cela un argument de Deligne ( [D] ).
Fixons nous un champ alge´brique complexe et lisse F , tel que son
espace de modules M soit projectif. Nous noterons p : F −→ M la pro-
jection. Soit hM ∈ H
2(Man,Z) une section hyperplane de M . Comme p
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est un morphisme fini, la classe h := p∗(hM ) ∈ H2(F an,Z) est positive,
et de´finit donc une me´trique Ka¨hle´rienne sur F an. On associe a` cette
me´trique les notions usuelles de formes harmoniques, et des ope´rateurs
L, Λ, h, d, d′, et d′′. Les identite´s de Ka¨hler impliquent que les formes
harmoniques sur F an, sont les formes α ve´rifiant d′α = d′′α = 0.
Soit q : X −→ F un morphisme propre et ge´ne´riquement fini, avec
X un sche´ma lisse et projectif. En utilisant les arguments de transferts
utilise´s dans [D, 4.3], on montre que les morphismes
q∗ : Hp(F,Ωq) −→ Hp(X,Ωq)
sont injectifs. On suit alors l’argument utilise´ dans [D, 5.3], pour aboutir
a` la proposition suivante.
Proposition 6.18 ( Deligne [D, 5.3, 5.4] )
• La suite spectrale de Hodge vers de Rham de´ge´ne`re.
• La filtration induite sur H∗(F an,C) ve´rifie
F p(Hn(F an,C)) =
⊕
i≥p
F p(Hp+q(F an,C)) ∩ F q(Hp+q(F an,C))
En particulier, on a un isomorphisme naturel
Hn(F an,C) ≃
⊕
p+q=n
Hp(F,Ωq)
• Toute classe de cohomologie dans H∗(F an,C) peut se repre´senter
par un forme α avec d′α = d′′α = 0. En particulier l’inclusion des
formes harmoniques dans les formes exactes induit un isomorphisme
Hn(F an) ≃ Hn(F an,C)
En corollaire de cette proposition, on voit que tout le formalisme de
la the´orie de Hodge est valable pour le champ F . En particulier, la
preuve de [Hi, 15.8.2] se ge´ne´ralise a` notre situation, et montre la formule
cherche´e
σ(F ) =
∑
p,q
(−1)php,q
Par exemple, dans le cas des champs alge´brique de dimension 2, on
trouve la formule d’indice de Hodge suivante.
Corollaire 6.19 Soit F un champ alge´brique complexe lisse, tel que son
espace de modules soit une surface projective. Alors, la forme d’intersection
H1(F,Ω1F ) ∩H
2(F an,R)×H(F,ΩF ) ∩H
(F an,R) −→ R
posse`de un unique vecteur propre positif.
Remarque: On doit aussi pouvoir de´montrer plus ge´ne´ralement un
the´ore`me de Hodge pour des champs diffe´rentiels riemanniens compacts.
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